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1 环和理想

1.2 设 A 是环, 而 A[x] 是系数属于 A 的一个未定元 x 的多项式环，令 f = a0 + a1x+

· · ·+ anx
n ∈ A[x]，证明：

1.2.1 f 是 A[x] 中可逆元 ⇔ a0 是 A 中可逆元，而 a1, . . . , an 是幂零元；

⇐：由题意便知 a0 是 A[x] 中的可逆元，⽽因为 a1, . . . , an 是 A 中的幂零元，所以 a1x, . . . , anx
n

是 A[x] 中的幂零元，根据第⼀章课后习题 1，可得

f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ A[x]

在 A[x] 中可逆。

⇒：设

f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ A[x]

在 A[x] 中可逆，其逆为

g = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm ∈ A[x]

则根据 fg = 1 知

1 = a0b0 + (a1b0 + a0b1)x+ · · ·+ (an−1bm + anbm−1)x
m+n−1 + anbmxm+n

所以 

1 =a0b0

0 =a1b0 + a0b1

...

0 =an−1bm + anbm−1

0 =anbm

下证 ar+1
n bm−r = 0,∀0 ≤ r ≤ m，对 r 使⽤数学归纳法。

当 r = 0 时已经明显成⽴。假设我们已经有

arnbm−r+1 = ar−1
n bm−r+2 = · · · = anbm = 0

那么根据

anbm−r + an−1bm−r+1 + · · ·+ an−rbm = 0

在两端各⾃乘上 arn 并结合归纳假设得到 ar+1
n bm−r = 0。所以 ar+1

n bm−r = 0,∀0 ≤ r ≤ m，所以

am+1
n b0 = 0，由 a0b0 = 1 知 b0 是可逆元，因此 am+1

n = 0，即 an 幂零，所以 −anx
n 也幂零。

接着对 n 使⽤数学归纳法。n = 0 时显然成⽴，⽽ n ≥ 1 时，因为 f(x) 可逆，−anx
n 幂零，所以

由第⼀章课后习题 1 知

f − anx
n = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1 ∈ A[x]

是可逆的，由归纳假设，a0 可逆，且 a1, . . . , an−1 幂零，所以得到 a0 可逆，且 a1, . . . , an−1, an 都幂

零。证毕。
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1.2.2 f 幂零 ⇔ a0, a1, . . . , an 幂零；

⇐：因为 a0, a1, . . . , an ∈ A 幂零，所以 a0, a1x, . . . , anx
n ∈ A[x] 也幂零，所以存在⾜够⼤的 N 使

得 aN0 = (a1x)
N = · · · = (anx

n)N = 0，所以(
a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

)(n+1)N

= 0

证明表明幂零元的和也幂零。

⇒：n = 0 时是显然的，假设结果对 n− 1 时成⽴。那么如果 f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n 幂零，所

以存在 N 使得 (
a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

)N

= 0

展开即知 (anx
n)N = 0，即 an 和 −anx

n 幂零。由前⾯⼀步知

a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 = f − anx

n

幂零，由归纳假设知 a0, . . . , an−1 幂零，所以系数全幂零。

1.2.3 f 是零因子 ⇔ 存在着环 A 的非 0 元 a 使得 af = 0；

⇐：这是显然的。

⇒：如果 f = a0+a1x+ · · ·+anx
n 是零因⼦，则存在最低次的⾮零多项式 g = b0+b1x+ · · ·+bmxm

使得 fg = 0，即 (
a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

)(
b0 + b1x+ · · ·+ bmxm

)
= 0

所以 anbm = 0，那么 ang = 0，否则 deg ang < m, (ang)f = 0，这与 g 次数最低⽭盾。所以

0 = fg =

(
a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1

)
g

类似地，我们有 an−1bm = 0，同样 an−1g = 0，否则 deg an−1g < m, (an−1g)f = 0... 依此类推，我们

得到

an−rg = 0, ∀0 ≤ r ≤ n

因为 g ⾮零，所以⾄少存在⼀个 bi ̸= 0，那么

an−rbi = 0, ∀0 ≤ r ≤ n

这意味着 bif = 0。

1.2.4 如果 (a0, a1, . . . , an) = (1)，f 就叫本原多项式。证明，如果 f, g ∈ A[x]，那么 fg 本原 ⇔ f

和 g 皆本原。

设 f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, g = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm。那么

fg = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ · · ·+ anbmxn+m
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⇒：如果 fg 本原，则根据定义

(a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm) = (1)

显然，我们有
a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm ∈ (a0, a1, . . . , an)

a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm ∈ (b0, b1, . . . , bn)

所以
(a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm) ⊆ (a0, a1, . . . , an)

(a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm) ⊆ (b0, b1, . . . , bn)

因此只能

(a0, a1, . . . , an) = (b0, b1, . . . , bn) = (1)

根据定义 f, g 本原。

⇐：如果 f, g 皆本原，即

(a0, a1, . . . , an) = (b0, b1, . . . , bn) = (1)

假设 fg 不本原，那么设

(a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm) = I ⊊ (1)

则由 1.4 知，存在⼀个极⼤理想 Imax ⊇ I，考虑域 A/Imax 上的多项式整环 (A/Imax)[x]。考虑对应的

多项式
F = (a0 + Imax) + (a1 + Imax)x+ · · ·+ (an + Imax)x

n

G = (b0 + Imax) + (b1 + Imax)x+ · · ·+ (bm + Imax)x
m

因为

(a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm) ⊆ Imax

所以 FG = (a0b0 + Imax) + (a0b1 + a1b0 + Imax)x + · · · + (anbm + Imax)x
n+m = 0，因为 (A/Imax)[x]

是整环，所以 F = 0 或 G = 0，但这意味着 ai ∈ Imax, ∀0 ≤ i ≤ n 或 bi ∈ Imax, ∀0 ≤ i ≤ m，这跟

(a0, a1, . . . , an) = (b0, b1, . . . , bn) = (1) ⽭盾。

1.5 设 A 是环，A[[x]] 是系数在 A 中的形式幂级数 f =
∞∑
n=0

anx
n 所组成的环, 证明：

1.5.1 f 是 A[[x]] 中可逆元 ⇔ a0 是 A 中可逆元；

⇒：如果 f 可逆并且 g =
∞∑

n=0

bnx
n 是它的可逆元，则

1 = fg = a0b0 + (a1b0 + a0b1)x+ . . .

所以 a0b0 = 1，即 a0 可逆。

⇐：当 a0 可逆时，记

f = a0(1 + g), g =
∞∑

n=1

an
a0

xn
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1

f
=

1

a0(1 + g)

=
1

a0

(
1− g + g2 − g3 + . . .

)
=

1

a0

[
1− a1

a0
x+

(
a21
a20

− a2
a0

)
x2 + . . .

]
∈ A[[x]]

所以 f 可逆。

1.5.2 如果 f 幂零, 那么对一切 n ≥ 0，an 都幂，逆命题是否成立？

如果 f 幂零，则存在 N 使得 fN = 0，那么

0 =

(
a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

)N

= aN0 +NaN−1
0 a1x+ . . .

所以 a0 是幂零元。

假设 a0, a1, . . . , an 均为幂零元，第⼀章课后习题 2 ii) 的证明表明有限个幂零元之和仍然为幂零

元，所以 a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ A[[x]] 也幂零，那么

f − (a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)

xn+1
= an+1 + an+2x+ · · · ∈ A[[x]]

也幂零，根据前⼀步的证明 an+1 也幂零。所以 a0, a1, . . . , an, . . . 均幂零。

反过来不成⽴，因为存在这样的可能性，ai 是 Ni 阶的幂零元，并且 i < j 时，Ni < Nj，那么多

项式

f = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .

就不是幂零元，因为如果存在有限的 N 使得 fN = 0，则 N ≥ max{Ni}∞i = +∞。通过⽆穷维矩阵可

以构造出具体的反例。

1.5.3 f 属于环 A[[x]] 的大根 ⇔ a0 属于环 A 的大根；

f属于A[[x]]的⼤根
命题 1.9⇐===⇒∀g =

∞∑
n=0

bnx
n，1− fg都可逆

第⼀问所证明的⇐=======⇒∀b0，1− a0b0可逆

命题 1.9⇐===⇒a0属于A的⼤根。

1.5.4 环 A[[x]] 中任一极大理想 m 对 A 的局限理想都是 A 中的极大理想，而 m 由 mc 和 x 生成；

mc = m∩A，如果 mc 不极⼤，那么存在极⼤理想 Imax ⊋ mc，考虑 A[[x]] 中的理想 (Imax, x)，显

然 (Imax, x) ⊋ m，并且 (Imax, x)
c = Imax，所以 (Imax, x) ̸= A[[x]]，这与 m 是极⼤的⽭盾。

mc = m∩A，这表明 mc 是 m 的所有常数项的集合，⽽ (x) 是所有常数项为零的形式幂级数的集

合，(mc) 是所有系数都在 mc 中的形式幂级数的集合，所以 (mc, x) 正好是所有常数项在 mc 中的全体

形式幂级数的集合，所以 m ⊆ (mc, x) ⊊ A[[x]]，由 m 的极⼤性，得到 m = (mc, x)。
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1.5.5 A 中任一素理想都是 A[[x]] 中一个素理想的局限理想。

设 p 是 A 的⼀个素理想，显然 p = (p, x) ∩ A = (p, x)c，下证 (p, x) 是 A[[x]] 的⼀个素理想。设

f =
∞∑

n=0

anx
n, g =

∞∑
n=0

bnx
n，如果 fg = a0b0 + (a1b0 + a0b1)x+ · · · ∈ (p, x)，则 a0b0 ∈ p，因为 p 是素

的，所以 a0 ∈ p 或 b0 ∈ p，所以 f ∈ (p, x) 或 g ∈ (p, x)。

1.7 设环 A 中任一元素 x 都适合 xn = x 对某个 n > 1（而 n 依赖于 x）。证明 A 中任

一素理想都极大。

⾸先留意到，等式 xn = x 过渡到商环，保持不变。

设 p 是 A 的⼀个素理想，考虑整环 A/p，则 ∀x̄ = x + p ∈ A/p，存在 n 使得 x̄n = x̄，即

x̄(x̄n−1 − 1) = 0，由于 A/p 是整环，那么 x̄ = 0 或 x̄n−1 = 1（表明 x̄ 可逆），所以 A/p 是⼀个域，所

以 p 是极⼤理想。

1.10 设 A 是环，N 是它的小根，证明下列诸断言等价: i) A 恰好只有一个素理想；ii)
A 中任一元素或者是可逆元, 或者是幂零元；iii) A/N 是域。

1.10.1

i) ⇒ iii)
因为 A 只有⼀个素理想，⽽根据⼩根的定义，则唯⼀的素理想就是⼩根 N，⽽任意环都⾄少有⼀

个极⼤理想，极⼤理想也是素的，所以 N 是极⼤的，所以 A/N 是域。

1.10.2

iii) ⇒ ii)
因为 A/N 是域，所以任意 a+N ∈ A/N, a ∈ A，有 a+N = 0 或 a+N 可逆，这表明 a ∈ N 或

a 在 A 中可逆，⽽⼩根 N 定义为全体幂零元的集合，所以 a 或者幂零，或者可逆。

1.10.3

ii) ⇒ i)
设有素理想 p ⊋ N，那么有⾮幂零（因为幂零元都属于 N）、不可逆的元素 x ∈ p，这跟 A 中的任

意元素或者幂零，或者可逆⽭盾。

1.14 用 Σ 表环 A 中完全由零因子组成的理想的全体所组成的集合，证明：

按 ⊆ 在 Σ 中引⼊次序，使⽤ Zorn 引理证明。

1.14.1 Σ 有一个极大元；

因为 (0) ∈ Σ，因此 Σ ⾮空
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设 C = {Ii} 是 Σ 中的任意⼀条链，则考虑 Ī =
∪

i Ii，显然 Ī 全部由零因⼦组成，并且 ∀x, y ∈ Ī，

存在 Ik ∈ C 使得 x, y ∈ Ik，则 x + y ∈ Ik ⊆ Ī，⽽ ∀x ∈ Ī , ∀y ∈ A，存在 Ik ∈ C 使得 x ∈ Ik，那么

xy ∈ Ik ⊆ Ī，由定义知 Ī 是 A 的⼀个理想。

也就是说 Σ ⾮空且任意链有上界，所以 Σ 有极⼤元。

1.14.2 Σ 的每个极大元都是素理想；

设 Ī 是 Σ 中的⼀个极⼤元，设 x, y ̸∈ Ī，那么考虑 A 的理想 (Ī , x) ⊋ Ī 和 (Ī , y) ⊋ Ī，因为 Ī 是

极⼤的，⽽且纯粹由零因⼦组成，那么 (Ī , x) 和 (Ī , y) 都⾄少存在⼀个⾮零因⼦（不是零因⼦的元素），

⽽ (Ī , x)(Ī , y) ⊆ (Ī , xy)，那么这两个⾮零因⼦的乘积就是 (Ī , xy) 中的⾮零因⼦，那么 (Ī , xy) ⊋ Ī，所

以 xy ̸∈ Ī。所以 Ī 是素理想。

1.14.3 A 中零因子的集合是素理想的并。

设 B 是 Σ 中全体极⼤元的并，它的所有元素都是 A 的零因⼦。对于 A 的任意零因⼦ b，则理想

(b) ∈ Σ，则 (b) ⊆ B，所以 b ∈ B。所以 B 是 A 的全体零因⼦的集合。由前⼀问知，B 也是⼀组素理

想的并。
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2 模

2.2 设 A 是一个环，a 是 A 的理想，M 是一个 A-模，证明模 A/a⊗A M 与 M/aM 同

构。

⾸先，由命题 2.14 iv 及其证明1可以得到

A⊗A M ∼= M

a⊗A M ∼= aM

接着，考虑正合序列：

a
incl−−→ A

f−−→ A/a → 0

根据命题 2.18，我们有正合序列

a⊗A M
incl⊗A1−−−−−→ A⊗A M

f⊗A1−−−−→ (A/a)⊗A M → 0

显然，f ⊗A 1 是满射，因此
A⊗A M

Ker(f ⊗A 1)
∼= (A/a)⊗A M

⽽ Ker(f ⊗A 1) = Im(incl ⊗A 1) = a⊗A M，因此根据正合序列的定义以及开头给出的同构，我们有

(A/a)⊗A M ∼=
A⊗A M

a⊗A M
∼=

M

aM

2.3 A 是个局部环，M 和 N 是有限生成的 A-模，证明，如果 M ⊗N = 0，那么 M = 0

或者 N = 0。

设 m 是 A 的极⼤理想，记 k = A/m，由第⼆章课后习题 2 可知

Mk = k ⊗A M ∼= M/mM, Nk = k ⊗A N ∼= N/mN

其中 k 既是 A-模，也是 k-模。于是

Mk ⊗k Nk

命题 2.14 i
========(M ⊗A k)⊗k (k ⊗A N)

习题 2.15
=======M ⊗A

(
k ⊗k (k ⊗A N)

)
习题 2.15
=======M ⊗A

(
(k ⊗k k)⊗A N

)
习题 2.14 ii
========M ⊗A N ⊗A (k ⊗k k)

所以如果 M ⊗A N = 0，那么 Mk ⊗k Nk = 0。因为 M,N 是有限⽣成的 A-模，所以 Mk, Nk 都是 k 上

的有限维的向量空间，所以

0 = dim(Mk ⊗k Nk) = dim(Mk)× dim(Nk)

即 dim(Mk) = 0 或 dim(Nk) = 0，即 Mk = 0 或 Nk = 0，即 M/mM = 0 或 N/mN = 0，即 M = mM

或 N = mN。因为 A 是局部环，所以 m 就是 A 的⼤根，由 Nakayama 引理知，M = 0 或 N = 0。
1A ⊗A M ∼= M 的证明：考虑双线性映射 f(x, y) = xy, x ∈ A, y ∈ M，根据张量积的定义，存在 A ⊗A M 到 M 的映射 g，使得

g(x ⊗A y) = xy。另外定义 h(x) = 1A ⊗A x, x ∈ M，则 hg = 1A⊗AM , gh = 1M，所以 A ⊗A M ∼= M。a ⊗a M ∼= aM 证明基本⼀

样，只不过把 M 换成了 aM。
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2.6 对任意 A-模 M，用 M [x] 表 x 的系数属于 M 的多项式，即形状如 m0+m1x+ · · ·+
mrx

r (mi ∈ M) 的表达式的全体所成的集合。用显然的方式来定义 A[x] 的元素与

M [x] 的元素的乘积，证明：

2.6.1 M [x] 成为一个 A[x]-模；

设

f = a0 + a1x+ · · ·+ asx
s ∈ A[x], g = m0 +m1x+ · · ·+mrx

r ∈ M [x]

定义运算 A[x]×M [x] → M [x] : (f, g) → fg，其中

fg = a0m0 + (a1m0 + a0m1)x+ · · ·+ asmrx
r+s (普通多项式乘法那样定义)

则 M [x] 成为⼀个 A[x]-模。

2.6.2 M [x] ∼= A[x]⊗A M。

M [x] ∼= A[x]⊗A M 的证明：

令 f =
n∑

k=0

akx
k ∈ A[x], g ∈ M，考虑双线性映射 Φ(f, g) = fg, f ∈ A[x], g ∈ M，根据张量积的定

义，存在 A[x]⊗AM 到 M [x] 的映射 Ψ，使得 Ψ(f⊗Ag) = fg。另外设 h =
N∑

k=0

mkx
k ∈ M [x]，定义 M [x]

到 A[x]⊗AM 的映射：Λ(h) =
N∑

k=0

xk⊗Amk，则 ΛΨ = 1A[x]⊗AM ,ΦΛ = 1M [x]，所以 M [x] ∼= A[x]⊗AM。

2.7 设 p 是 A 中的素理想。证明 p[x] 是 A[x] 中的素理想，如果 m 是 A 中的极大理想，

m[x] 是不是 A[x] 中的极大理想？

根据同构：

A[x]/p[x] ∼= (A/p)[x]

如果 p 是 A 的素理想，则 A/p 是整环，所以 (A/p)[x] 也是整环2，所以 p[x] 是素理想。

当然，如果 p 是 A 的极⼤理想，则 A/p 是域，但 (A/p)[x] 未必也是域，所以 p[x] 不⼀定是极⼤

理想。⽐如，考虑环 Z 以及它的极⼤理想 p = (3)，显然 p[x] 不是极⼤的，因为 (p, x) ⊋ p[x]。

2.8 8

2.8.1 如果 M 和 N 都是平坦 A-模，那么 M ⊗A N 也是平坦的；

根据命题 2.19 i, ii，因为 M 都是平坦 A-模，那么对于任意的 A-模的正合序列：0 → E → F →
G → 0，序列

0 → E ⊗A M → F ⊗A M → G⊗A M → 0

是正合的。因为 N 也是平坦 A-模，所以下述序列

0 → F ⊗A M ⊗A N → F ⊗A M ⊗A N → G⊗A M ⊗A N → 0

2如果 (A/p)[x] 不是整环，则 (A/p)[x] 有零因⼦，设其中⼀个零因⼦为 f ̸= 0，根据第⼀章课后习题 2.iii，存在 0 ̸= a ∈ A/p 使得

af = 0，这表明 A/p 有零因⼦，跟 A/p 是整环⽭盾。



2 模 15

也是正合的，根据命题 2.14 ii，上式可以改写为

0 → E ⊗A (M ⊗A N) → F ⊗A (M ⊗A N) → G⊗A (M ⊗A N) → 0

根据正合序列 0 → E → F → G → 0 的任意性和命题 2.19 i, ii，得到 (M ⊗A N) 是平坦 A-模。

2.8.2 如果 B 是平坦 A-代数，而 N 是平坦 B-模，那么 N 也是平坦 A-模。

根据命题 2.19 i, ii，因为 B 是平坦 A-代数，那么对于任意的 A-模的正合序列：0 → E → F →
G → 0，序列

0 → E ⊗A B → F ⊗A B → G⊗A B → 0

是正合的。将 E ⊗A B,F ⊗A B,G⊗A B 看成 B-模，则上述序列也可以看成是 B-模正合序列。因为 N

是平坦 B-模，所以序列

0 → (E ⊗A B)⊗B N → (F ⊗A B)⊗B N → (G⊗A B)⊗B N → 0

也是正合的。其中 B 同时是 A,B-模，根据式 2.15，我们得到：

0 → E ⊗A (B ⊗B N) → F ⊗A (B ⊗B N) → G⊗A (B ⊗B N) → 0

根据 2.14 iv，B ⊗B N ∼= N，那么

0 → E ⊗A N → F ⊗A N → G⊗A N → 0

根据正合序列 0 → E → F → G → 0 的任意性和命题 2.19.i, ii，得到 N 是平坦 A-模。

2.9 设 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 是 A-模的正合序列。如果 M ′ 和 M ′′ 都是有限生成的，

那么 M 也是有限生成的。

因为序列

0
e−−→ M ′ f−−→ M

g−−→ M ′′ h−−→ 0

是正合的，所以有 M ′′ = Ker(h) = Im(g)、Ker(g) = Im(f) 以及 Ker(f) = Im(e) = {0}，那么

M ′′ = Im(g) ∼= M/Ker(g) = M/Im(f)

是有限⽣成的。因为 Ker(f) = {0}，即 f 是单同态，所以 M ′ = Im(f) 可以看成 M 的⼦模并且 M/M ′

是有限⽣成的。

设 m1,m2, . . . ,ms ⽣成 M ′，ms+1 +M ′,ms+2 +M ′, . . . ,mt +M ′ ⽣成 M/M ′。∀m ∈ M，存在

as+1, as+2, . . . , at ∈ A，使得

m+M ′ =as+1(ms+1 +M ′) + as+2(ms+2 +M ′) + · · ·+ at(mt +M ′)

=(as+1ms+1 + as+2ms+2 + · · ·+ atmt) +M ′

所以 m− (as+1ms+1 + as+2ms+2 + · · ·+ atmt) ∈ M ′，所以存在 a1, a2, . . . , as ∈ A，使得

m− (as+1ms+1 + as+2ms+2 + · · ·+ atmt) = a1m1 + a2m2 + · · ·+ asms

这表明 M 可由 m1,m2, . . . ,mt 有限⽣成。
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2.11 设 A 是非 0 环。证明：

2.11.1 Am ∼= An ⇒ m = n；

设 m 是 A 中的极⼤理想，记 k = A/m，并将 k 视为 A 模。因为 Am ∼= An，所以 k⊗AA
m ∼= k⊗AA

n，

其中 k ⊗A Am 可以视为 k 模，并且因为 k 是域，所以 k ⊗A Am 是 k 上的向量空间，⽽且

k ⊗A Am 命题 2.3 上⽅定义
===========k ⊗A

( m⊕
i=1

A
)

命题 2.14 iii
========

m⊕
i=1

(
k ⊗A A

)
命题 2.3 上⽅定义
===========

(
k ⊗A A

)m
命题 2.14 iv
========km

所以 k⊗A Am 是 k 上的 m 维向量空间，同理 k⊗A An 是 k 上的 n 维向量空间，因为它们同构，所以

必须 m = n。

2.11.2 如果 φ : Am → An 是满同态，那么 m ≥ n；

如果 φ : Am → An 是满射，那么 An ∼= Am/Ker(φ)，如果 x1, x2, . . . , xm ⽣成 Am，则显然

x1 + Ker(φ), x2 + Ker(φ), . . . , xm + Ker(φ) ⽣成 Am/Ker(φ) ∼= An，所以 n ≤ m。

2.11.3 如果 φ : Am → An 是单同态，那么 m ≤ n 是否总是成立？

结论是正确的，即 φ : Am → An 是单射，则必然有 n ≥ m。

若否，则设 m > n > 0，这样我们可以将 An 看成是 Am 的⼦模，φ 可以看成是 Am 到⾃⾝的同

态。设 {ei|i = 1, 2, . . . , n} 是 An 的⼀组典范基，并将它拓展为 Am 的典范基 {ei|i = 1, 2, . . . ,m}。那

么根据命题 2.4，存在多项式

φk + a1φ
k−1 + · · ·+ alφ

k−l = 0, al ̸= 0

即

φk−l(φl + a1φ
l−1 + · · ·+ al) = 0

注意到 φ 是单射，所以 φk−l 也是单射，因此

f(φ) = φl + a1φ
l−1 + · · ·+ al = 0

那么
(
f(φ)−al

)
em+alem = 0，⽽根据定义，φ 是 Am → An 的映射，φi 也是，所以

(
f(φ)−al

)
em ∈

An，⽽ alem ∈ Am\An，它们之和显然不为 0，⽭盾。

2.12 设 M 是有限生成的 A-模而 φ : M → An 是个满同态，证明 Ker(φ) 是有限生成
的。

设 e1, e2, . . . , en 是 An 的⼀组基，因为 φ 是满的，所以存在 u1, u2, . . . , un ∈ M 使得 φ(ui) = ei。

下证 M = Ker(φ)⊕ (u1, u2, . . . , un)。
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∀x ∈ M，则有 ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , n 使得

φ(x) =
∑
i

aiei =
∑
i

aiφ(ui) = φ

(∑
i

aiui

)

这表明存在 k ∈ Ker(φ) 使得

x = k +
∑
i

aiui

这表明 M = Ker(φ)⊕ (u1, u2, . . . , un)。

不妨设 x1, x2, . . . , xm ⽣成M，那么显然⾄多 n个 {x1, x2, . . . , xm}中的元素就可以⽣成 (u1, u2, . . . , un)，

⽽剩下的就⽣成 Ker(φ) 了，所以 Ker(φ) 是有限⽣成的。
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3 分式环和分式模

3.1 设 S 是环 A 的乘法封闭子集，M 是有限生成 A-模。证明：S−1M = 0 当且仅当存

在 s ∈ S 使得 sM = 0。

如果存在 s ∈ S 使得 sM = 0，那么显然 S−1M = 0，因为 ∀m/t ∈ S−1M，都有 m/t = sm/st =

0/st = 0；

反过来，如果 S−1M = 0，并设 m1,m2, . . . ,mn ⽣成 M，则存在 s1, s2, . . . , sn ∈ S 使得 s1m1 =

s2m2 = · · · = snmn = 0，令 s = s1s2 . . . sn，则显然 ∀a1m1 + a2m2 + · · · + anmn ∈ M，都有

s(a1m1 + a2m2 + · · ·+ anmn) = 0，即 sM = 0。

3.2 设 a 是环 A 中的理想，S = 1 + a。

3.2.1 证明 S−1a 含于 S−1A 的大根中；

∀ a
1+c

∈ S−1a, b
1+d

∈ S−1A，这⾥ a, c, d ∈ a, b ∈ A，我们有

1 +
a

1 + c

b

1 + d
=

1 + c+ d+ cd+ ab

1 + c+ d+ cd

显然 1+c+d+cd+ab ∈ 1+a，因此 1+c+d+cd+ab
1+c+d+cd

在 S−1A 中可逆，因此由命题 1.9， a
1+c

∈ S−1A的⼤根。

所以 S−1a 含于 S−1A 的⼤根中。

3.2.2 利用这个结果和 Nakayama 引理给出 (2.5) 的一个不依赖于行列式的证明。

注意，按照这个逻辑，Nakayama 引理的证明要选择书本上给出的第⼆个证明，即不依赖于 (2.5)
的证明。

设 M 是有限⽣成的，并且 M = aM，那么 S−1M = S−1(aM) = (S−1a)(S−1M)，根据本题 S−1a

包含在 S−1A 的⼤根中，所以可以⽤ Nakayama 引理得到 S−1M = 0，由第三章课后习题 1 可得存在

s ∈ S = 1 + a 使得 sM = 0。

3.4 设 f : A → B 是环同态，S 是 A 的一个乘法封闭子集。设 T = f(S)，求证，S−1B

与 T−1B 作为 S−1A-模同构。

定义
ϕ : S−1B → T−1B

b

s
→ b

f(s)
, b ∈ B, s ∈ S

∀t ∈ S，我们有

ϕ

(
tb

tb

)
=

tb

f(ts)
=

tb

tf(s)
=

b

f(s)
= ϕ

(
b

s

)



3 分式环和分式模 19

因此 ϕ 是良好定义的。且3

ϕ

(
b1
s1

+
b2
s2

)
=ϕ

(
s2b1 + s1b2

s1s2

)
=

s2b1 + s1b2
f(s1s2)

=
f(s2)b1 + f(s1)b2

s1f(s2)
=

f(s2)b1 + f(s1)b2
f(s1)f(s2)

=
b1

f(s1)
+

b2
f(s2)

= ϕ

(
b1
s1

)
+ ϕ

(
b2
s2

)
以及

ϕ

(
a2
s2

b1
s1

)
=

a2b1
f(s2s1)

=
a2b1

s2f(s1)
=

a2
s2

ϕ

(
b1
s1

)
所以它是 S−1B → T−1B 的 S−1A 模同态。

显然 ϕ 是满的。下证 ϕ 是单的。

如果 ϕ
(
b
s

)
= b

f(s)
= 0，则存在 f(t) ∈ T，使得

0 = f(t)b = tb

则
b

s
=

tb

ts
= 0

所以 Ker(ϕ) = {0}，即 ϕ 是单射。所以 ϕ 是 S−1B → T−1B 的模同构。

3.5 设 A 是环，又设对每个素理想 p，局部环 Ap 没有非零幂零元。

3.5.1 证明 A 也没有非零幂零元；

设 N 为环 A 的⼩根，则根据 3.12，Np 为局部环 Ap 的⼩根。因为对于每个素理想 p，Ap 没有⾮

零幂零元，所以 Np = 0。根据命题 3.8 i, ii，N = 0，这意味着 A 也没有⾮零幂零元。

3.5.2 如果每个 Ap 是整环，问 A 是否一定是整环？

不⼀定。考虑
A =Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}

p1 ={0, 2, 4}, S1 = A\p1 = {1, 3, 5}

p2 ={0, 3}, S2 = A\p2 = {1, 2, 4, 5}

那么

Ap1
=S−1

1 p1 =

{
0

1
,
1

1

}
∼= Z2

Ap2
=S−1

2 p2 =

{
0

1
,
1

2
,
2

2

}
∼= Z3

都是整环，但 A = Z6 不是整环。

3主要记住：sb = f(s)b 是 sb 的定义。
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3.6 设 A 是非零环，Σ 是 A 的一切不含 0 的乘法封闭子集 S 的集合，证明：

3.6.1 Σ 有极大元；

按 ⊆ 在 Σ 中引⼊次序，使⽤ Zorn 引理证明。

因为 {1} ∈ Σ，因此 Σ ⾮空。

设 C = {Si} 是 Σ 中的任意⼀条链，则考虑 S̄ =
∪

i Si，显然 S̄ 不含 0，⽽且 ∀x, y ∈ S，存在

Sk ∈ C 使得 x, y ∈ Sk，所以 xy ∈ Sk ⊆ S，所以 S 是乘法封闭集。也就是说 Σ ⾮空且任意链有上界，

所以 Σ 有极⼤元。

3.6.2 S ∈ Σ 是极大的当且仅当 A\S 是 A 的极小素理想。

⇒：设 S 是 Σ 的⼀个极⼤元，下证 A\S 是⼀个理想。

因为 S 是极⼤的，所以 a ̸∈ S 当且仅当存在 s ∈ S 和 n ∈ N 使得 san = 04。利⽤这个性质，如果

a, b ∈ A\S，那么存在 m,n, s1, s2 使得 s1a
m = s2b

n = 0，推出 s1s2(a+ b)m+n = 0，所以 a+ b ∈ A\S；

此外，对于任意的 c ∈ A，具有 s1(ca)
m = 0，所以 ca ∈ A\S。所以 A\S 是⼀个理想。由引理 3.2 后

⾯的例 1 的括号注记，S 是乘法封闭的，当且仅当 A\S 是素理想。如果 A\S 不是极⼩的，那么存在

⼀个素理想 p ⊊ A\S，那么 A\p 是⽐ S 更⼤的不含 0 的乘法封闭⼦集，与 S 极⼤⽭盾。所以 A\S 是

⼀个极⼩素理想。

⇐：如果 p = A\S 是极⼩素理想，则显然 S = A\p 在 Σ 中，如果 S 不是极⼤元，那么设

S′ ∈ Σ, S′ ⊋ S 为 Σ 中包含 S 的极⼤元，根据前⼀步证明，A\S′ 是⼀个极⼩素理想，⽽且真含于 p，

这与 p 极⼩⽭盾。所以 S 是极⼤元。

3.14 M 是 A-模，a是 A的理想。设对一切极大理想 m ⊇ a，有 Mm = 0，证明 M = aM。

因为 (A/a)/(m/a) ∼= A/m，所以 m极⼤ ⇔ m/a极⼤。记 S = A\m，⽽根据题⽬ Mm = 0，我们

可以推得
0 =Mm

=S−1M

=S−1M/S−1(aM)

3.4 iii
=====S−1(M/aM)

第三章课后习题 3.4
============(S/a)−1(M/aM)

=(M/aM)m/a

将 M/aM 看成 A/a 模，那么上式就意味着对于 A/a 模中的所有极⼤理想 m/a，都有 (M/aM)m/a = 0，

根据命题 3.8 iii, i，就有 M/aM = 0，于是 M = aM。

4因为 S 乘法封闭⽽且不含 0，所以 ⇐ 是显然的；⇒：如果 ∀s ∈ S, n ∈ N, san ̸= 0 的话，{san|s ∈ S, n ∈ N} ⊋ S 是⼀个更⼤的不

含 0 的乘法封闭⼦集，跟 S 极⼤⽭盾。
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3.15 设 A 是环，F 是 A-模 An。

3.15.1 证明 F 的每个由 n 个元素构成的生成元集合是 F 的基；

令 x1, . . . , xn 是 F 的⼀个⽣成元集，e1, . . . , en 是它的典范基。定义

ϕ : F → F

a1e1 + · · ·+ anen → a1x1 + · · ·+ anxn

则 ϕ 是 F 到⾃⾝的满同态。下证 ϕ 是单的。⽽根据命题 3.9，只需要证明对于每个素理想 p，ϕp 是单

的，这时候 A 变成了局部环 Ap，⽽ F 变成了 Ap-模 Fp，ϕp 依然是满射。所以不失⼀般性，只需要对

A 是局部环的情形证明（如果不是局部环，那么就对每个素理想 p 考察 Ap 的情形。）。

设 m 是 A 的极⼤理想，域 k = A/m，⽽ N = Ker(ϕ)。考虑正合序列

N
incl−−→ F

ϕ−−→ F → 0

可以得到正合序列

N ⊗A k
incl⊗A1−−−−−→ F ⊗A k

ϕ⊗A1−−−−→ F ⊗A k → 0

显然 ϕ⊗A 1 是满的，⽽

k ⊗A F
命题 2.3 上⽅定义
===========k ⊗A

( n⊕
i=1

A
)

命题 2.14 iii
========

n⊕
i=1

(
k ⊗A A

)
命题 2.3 上⽅定义
===========

(
k ⊗A A

)n
命题 2.14 iv
========kn

所以 k⊗AF 是域 k 上的有限维向量空间，ϕ⊗A 1 是满射则必然是双射，那么 Ker(ϕ⊗A 1) = 0，也就是

N ⊗A k = Im(incl ⊗A 1) = Ker(ϕ⊗A 1) = 0

根据第⼆章课后习题 2.12，N = Ker(ϕ) 是有限⽣成的，并且 k = A/m 作为 A 模也是有限⽣成的

（⽣成元就是 1 +m），所以由第⼆章课后习题 2.3 知 N = 0 或 k = 0，但显然 k ̸= 0，所以 N = 0，即

ϕ 是单的。因此 ϕ 是同构，即 x1, . . . , xn 也是⼀组基。

3.15.2 推出 F 的每个生成元素集至少有 n 个元素。

设 x1, . . . , xm 是 F 的⽣成元，且 m < n，那么添加 n − m 个 F 中的⾮零元 xm+1, . . . , xn 后，

x1, . . . , xn 还是 F 的⽣成元集，根据前⾯所证的，x1, . . . , xn 是 F 的⼀组基。但因为 x1, . . . , xm 是 F

的⽣成元，xn 可以写成 x1, . . . , xm 的线性组合，这违反了基的线性⽆关性，⽭盾。所以 m ≥ n。
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4 准素分解

4.4 在多项式环 Z[t] 之中，理想 m = (2, t) 是极大的，理想 q = (4, t) 是 m-准素的，但
它不是 m 的幂。

4.4.1

我们有

m = (2, t) =
{
f
∣∣f ∈ Z[t], f的常数项为偶数

}
如果存在理想 m′

m ⊊ m′

则存在奇数 n ∈ Z 和多项式 f(t) ∈ Z[t]，使得 tf(t) + n ∈ m′，显然 tf(t) + n − 1 ∈ m ⊊ m′，因此

1 ∈ m′，故 m′ = (1)，因此 m 为极⼤理想。

4.4.2

类似地我们有

q = (4, t) =
{
f
∣∣f ∈ Z[t], f的常数项为 4 的倍数

}
则任意 x = a+ tf(t), y = b+ tg(t) ∈ q，如果 xy ∈ q，那么 4|ab，如果 x ̸∈ q，则 4 ∤ a，那么 2|b 或者

4|b，即 y2 ∈ q 或者 y ∈ q。由定义知 q 是准素的。由于 22 ∈ q，故 2 ∈ √
q，故 m = (2, 4, t) ⊆ √

q，由

m 的极⼤性知 m =
√
q，因此 q 是 m 准素的。

4.4.3

最后

m2 = (4, 2t, t2) ⊊ (4, t) ⊊ (2, t) = m

因此 q 不是 m 的幂。

4.7 设 A 是环，A[x] 表示 A 上一个未定元的多项式环。对 A 的每个理想 a，设 a[x] 表

示 A[x] 中系数在 a 中的一切多项式的集合。

4.7.1 a[x] 是 a 到 A[x] 中的扩张；

ae = (A[x])a = (Aa)[x] = a[x]

4.7.2 如果 p 是 A 的素理想，那么 p[x] 是 A[x] 的素理想；

（第⼆章课后习题 7）设 A 是⼀个环，p 是 A 的⼀个理想，则有

A[x]/p[x] ∼= (A/p)[x]

因为 p 是素的，所以 A/p 是⼀个整环，所以 (A/p)[x] 是⼀个整环，因此 A[x]/p[x] 也是⼀个整环，最

后 p[x] 是素的。
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4.7.3 如果 q 是 A 的 p-准素理想，那么 q[x] 是 A[x] 中的 p[x]-准素理想；

同理

A[x]/q[x] ∼= (A/q)[x]

因为 q 是准素的，因此 A/q 的零因⼦都幂零，设 f(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ (A/q)[x] 是任意⼀个零因⼦，那么

根据第⼀章课后习题 2.3 知，存在 A/q 的⾮零元 β，使得 βf(x) = 0，即 βai = 0, i = 0, 1, . . . , n，因

此 ai, i = 0, 1, . . . , n 都是 A/q 的零因⼦，因此都是幂零元。由第⼀章课后习题 2.2 知 f(x) 幂零。因此

A[x]/q[x] ∼= (A/q)[x] 的任意零因⼦都是幂零的，由等价定义知 q[x] 是准素的。

接着证明
√
q[x] =

√
q[x]，显然有 √

q[x] ⊇ √
q[x] ⊇ q[x]

因为
√
q[x] 是素的，⽽

√
q[x] 是包含 q[x] 的最⼩素理想，因此

√
q[x] =

√
q[x]。

4.7.4 如果 a =
n∩

i=1

qi 是 A 中的一个极小准素分解，那么 a[x] =
n∩

i=1

qi[x] 是 A[x] 中的一个极小准素

分解；

由前⼀问知 qi[x] 都是准素的，因此只需要先证 a[x] =
n∩

i=1

qi[x]，再证
n∩

i=1

qi[x] 是极⼩的。

7.iv.1) 易得 ∑
j

bjx
j ∈ a[x]

⇐⇒∀j, bj ∈ a =
n∩

i=1

qi

⇐⇒∀i, j, bj ∈ qi

⇐⇒∀i,
∑
j

bjx
j ∈ qi[x]

⇐⇒
∑
j

bjx
j ∈

n∩
i=1

qi[x]

因此

a[x] =
n∩

i=1

qi[x]

7.iv.2) 因为 a =
n∩

i=1

qi 是极⼩的，因此对于任意 i，有

qi ̸⊇
n∩

j=1,j ̸=i

qj

所以

qi[x] ̸⊇

(
n∩

j=1,j ̸=i

qj

)
[x] =

n∩
j=1,j ̸=i

qj [x]

⽽且因为 a =
n∩

i=1

qi 是极⼩的，因此对于任意 i ̸= j，有

√
qi ̸=

√
qj
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这表明（结合前⼀问） √
qi[x] =

√
qi[x] ̸=

√
qj [x] =

√
qj [x]

因此
n∩

i=1

qi[x] 是极⼩的。

4.7.5 如果 p 是 a 的一个极小素理想，那么 p[x] 是 a[x] 的一个极小素理想。

由 2) 知 p[x] 是素的，假设有 a[x] 的⼀个素理想 q 使得

q ⊊ p[x]

则考虑

qc ⊆ p[x]c = p

因为 q 是素的，所以 qc 是素的（第⼀章《扩张与局限》第⼆段），⽽且 p 是极⼩的，因此

qc = p

这样我们有

p[x] = (qc)[x] ⊆ q ⊊ p[x]

⽭盾，因此 p[x] 是极⼩的。

4.12 设 A 是环，S 是 A 的乘法封闭子集。对任一理想 a，用 S(a) 表示 S−1a 在 A 中

的限制，理想 S(a) 称作 a 关于 S 的饱和化。证明：

4.12.1 S(a) ∩ S(b) = S(a ∩ b)；

S(a) ∩ S(b)
定义
==== (S−1a)c ∩ (S−1b)c

1.18
==== (S−1a ∩ S−1b)c

3.4
===

(
S−1(a ∩ b)

)c
定义
==== S(a ∩ b)

4.12.2 S(
√
a) =

√
S(a)；

S(
√
a)

定义
==== (S−1

√
a)c

3.11.v
===== (

√
S−1a)c

1.18
====

√
(S−1a)c

定义
====

√
S(a)
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4.12.3 S(a) = (1) ⇔ a与S有交；

S(a) = (1)

⇐⇒1 ∈ S(a) = (S−1a)c

⇐⇒1

1
=

s

s
∈ S−1a,分⼦的s属于a,分母的s属于S

⇐⇒存在s ∈ a ∩ S，即a ∩ S⾮空

4.12.4 S1(S2(a)) = (S1S2)(a)；

如果 x ∈ S(a)，当且仅当 x ∈ (S−1a)c，当且仅当 x
1
∈ S−1a，当且仅当存在 s ∈ S 使得 sx

s
∈ S−1a，

即 sx ∈ a。

4.1) 如果 x ∈ (S1S2)(a)，那么存在 s1 ∈ S1, s2 ∈ S2，使得 s1s2x ∈ a，也就是 s1x ∈ S2(a)，也就

是 x ∈ S1

(
S2(a)

)
，所以 (S1S2)(a) ⊆ S1

(
S2(a)

)
；

4.2) 如果 x ∈ S1

(
S2(a)

)
，那么存在 s1 ∈ S1，使得 s1x ∈ S2(a)，那么存在 s2 ∈ S2，使得 (s1s2)x ∈ a，

因此 x ∈ (S1S2)(a)，所以 (S1S2)(a) ⊇ S1

(
S2(a)

)
。

因此 (S1S2)(a) = S1

(
S2(a)

)
。

4.12.5 如果 a 有准素分解，证明理想 S(a) 的集合（这里 S 跑遍 A 的一切乘法封闭子集）是有限的。

设 a =
n∩

i=1

qi 是 a 的⼀个极⼩准素分解，那么由命题 4.9 知

S(a) =
∩

qi与S没有交集

qi

由于 qi 与 S 要不有交集，要不没有交集，⽽且 n 是有限的，因此
{
S(a)

}
最多有 2n 个不同的元素。

4.14 令 a 是环 A 中的一个可分解理想，设 p 是理想 (a : x) 的集合中的一个极大元，这

里 x ∈ A 而 x ̸∈ a。证明 p 是属于 a 的素理想。

设 (a : x0) 是 Σ =
{
(a : x)

∣∣x ̸∈ a
}

中的极⼤元，下证 (a : x0) 是素理想。

由 1.12 的 i 和 iii 知，(a : x0) ⊆ (a : zx0)，并且 ∀yz ∈ (a : x0)，我们有 yzx0 ∈ a，假设 z ̸∈ (a : x0)，

那么 zx0 ̸∈ a，也就是说 (a : zx0) ∈ Σ，又因为 (a : x0) 是极⼤的，因此 (a : zx0) = (a : x0)，所以

y ∈ (a : zx0) = (a : x0)，所以 (a : x0) 是素的，所以
√
(a : x0) = (a : x0) 也是素的，由定理 4.5（第⼀

唯⼀性定理）知 (a : x0) 属于 a。

4.15 设 a 是环 A 中的一个可分解理想，设 Σ 是属于 a 的素理想的一个孤立集，设

qΣ 是相应的准素分支的交，设 f 是 A 中的一个元素，使对每个属于 a 的素理想

p，有 f ∈ p ⇔ p ∈ Σ，又设 Sf 是 f 的一切幂的集合，证明对一切大的 n，有

qΣ = Sf (a) = (a : fn)。

分三步证明：
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4.15.1

证明：∀n ≥ 0, (a : fn) ⊆ Sf (a)

由定义即知：

Sf (a) =
{
x
∣∣x ∈ A,且∃fn ∈ Sf ,使得fnx ∈ a

}
=

∞∪
n=0

(a : fn)

因此

∀n ≥ 0, (a : fn) ⊆ Sf (a)

4.15.2

证明：Sf (a) = qΣ

设 a =
n∩

i=1

qi 是 a 的⼀个准素分解，由题意即知

qΣ =
∩

√
qi∈Σ

qi

因为
√
qi ̸∈ Σ ⇒ f ∈ √

qi

所以对于特定的
√
qi ̸∈ Σ，总存在 ni ≥ 0，使得

fni ∈ qi, ⇒ Sf ∩ qi ̸= ϕ

同理，因为
√
qi ̸∈ Σ ⇐ f ∈ √

qi

它的逆否命题为
√
qi ∈ Σ ⇒ f ̸∈ √

qi

所以

∀√qi ∈ Σ, Sf ∩ qi = ϕ

因此由 4.9 知

Sf (a) =
∩

√
qi∈Σ

qi = qΣ

4.15.3

证明：∃N ≥ 0, qΣ ⊆ (a : fN )

设 a =
n∩

i=1

qi 是 a 的⼀个准素分解，则因为

(a : fN )
1.12.iv
=====

n∩
i=1

(qi : f
N )



4 准素分解 27

所以要使得 qΣ ⊆ (a : fN )，那么就要使得

∀x ∈ qΣ, f
Nx ∈ a =

n∩
i=1

qi

⇐⇒∀x ∈ qΣ,∀qi,都有fNx ∈ qi

显然，对于
√
qi ∈ Σ，都有 x ∈ qi，因此只需要取 N = 0 即可；⽽如果

√
qi ̸∈ Σ，那么对于特定的

√
qi ̸∈ Σ，总存在 ni ≥ 0，使得 fni ∈ qi，所以 fnix ∈ qi，因此只需要取 N ≥ max

{
ni

∣∣√qi ̸∈ Σ
}

即可。

综合 15.1)、15.2)、15.3)，存在⾜够⼤的 N，使得 ∀m ≥ N，都有

Sf (a) = qΣ = (a : fm)
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5 整相关性和赋值

5.2 设 A 是环 B 的子环，B 在 A 上整，又设 f : A → Q 是 A 到代数闭域 Q 中的一个

同态。求证 f 可以扩充为 B 到 Q 之中的同态。

由于 Q 是域，(0) 是它的唯⼀素理想，因此 p = Ker(f) = (0)c 是 A 中的素理想，根据 (5.10)，存

在 B 的素理想 q，使得 q ∩A = p。因为 p, q 都是素理想，因此 A/p 和 B/q 都是整环，且根据 (5.6 i)，
B/q 在 A/p 上整。

设 F (A/p), F (B/q) 分别是由整环 A/p 和 B/q 所⽣成的分式域，那么 F (B/q) 的任意元素在

F (A/p) 中整5。又因为

A/p = A/Ker(f) ∼= Im(f) ⊆ Q

所以 A/p 可以看成是 Q 的⼦环，⽽因为 Q 是闭域，所以 F (A/p) 是 Q 的⼦域，有嵌⼊映射 f ′ :

F (A/p) → Q。

因为 F (B/q) 的任意元素在是在 F (A/p) 中整的，F (A/p) 又是 Q 的⼦域，⽽且 Q 是代数闭域，所

以 F (B/q) ⊆ Q，即 F (B/q) 是 Q 的⼦域，因此有嵌⼊映射 f ′′ : F (B/q) → Q。那么我们就有同态链：

B
⾃然同态−−−−−→ B/q

嵌⼊−−→ F (B/q)
嵌⼊−−→ Q

因此得到 B 到 Q 的同态。

现在我们得到

A
⾃然同态−−−−−→ A/p

嵌⼊−−→ F (A/p)
嵌⼊−−→ Q

B
⾃然同态−−−−−→ B/q

嵌⼊−−→ F (B/q)
嵌⼊−−→ Q

因为同态链中后⾯两个都是嵌⼊，因此可以写 f : A → Q, a → a+ p，g : B → Q, b → b+ q

最后证明这个同态 g 是原来的同态 f 的扩充，即 g|A = f，任意选取 a ∈ A，则 a ∈ B，然后我

们有 a → a + q，但是 A/p 是嵌⼊到 B/q 中的，所以 B/q 中的 a + q 就是 A/p 中的 a + p，所以

a → a+ p = f(a)。

5.4 设 A 是环 B 的子环，且 B 在 A 上整，设 n 是 B 中一个极大理想，m = n ∩A 是

A 中相应的极大理想，问环 Bn 在 Am 上是否一定整？

不⼀定。

考虑整环 B = R[x]，A = R[x2 − 1]，先证 B 在 A 上整。对于 x ∈ B，存在多项式 f(X) =

X2 −
(
(x2 − 1) + 1

)
∈ A[X] 使得 f(x) = 0，那么 x 在 A 上整，所以由命题 5.1 i, ii，A[x] 是有限⽣成

的，所以 A[r0 + r1x+ · · ·+ rnx
n], ri ∈ R ⊆ R[x2 − 1] 也是有限⽣成的，所以 r0 + r1x+ · · ·+ rnx

n 在

A 上整，由 r0 + r1x+ · · ·+ rnx
n 的任意性知 B 在 A 上整。

5证明：设 ∀x, y ∈ B/q ⊆ F (B/q), y ̸= 0 在 A/p 上整，则也在 F (A/p) 上整，则存在多项式 yn + a1y
n−1 + · · · + amyn−m = 0，

其中 a1, . . . , qm ∈ A/p, am ̸= 0，那么
1

am

+
a1

am

(
1

y

)
+ · · · +

(
1

y

)m

= 0

也就是 1/y 在 F (A/p) 上整，那么根据 (5.2)，F (A/p)[x, 1/y] 是有限⽣成的，因此 F (A/p)[x/y] 是有限⽣成的，根据 (5.1 i) 和 (5.1 ii)，
x/y 在 F (A/p) 上整。
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令 n = (x− 1)，那么 m = n ∩A = (x2 − 1)，那么

Bn =

{
f(x)

g(x)

∣∣∣∣ f(x), g(x) ∈ R[x], (x− 1) ∤ g(x)
}

Am =

{
f(x2 − 1)

g(x2 − 1)

∣∣∣∣ f(x2 − 1), g(x2 − 1) ∈ R[x2 − 1], (x2 − 1) ∤ g(x)
}

考虑 1
1+x

∈ Bn，如果 1
1+x

在 Am 上整，则存在多项式(
1

1 + x

)k

+
k∑

i=1

fi(x
2 − 1)

gi(x2 − 1)

(
1

1 + x

)k−i

≡ 0

两边同乘以 (1 + x)k，再令 x = −1，则出现 1 = 0 的情况，⽭盾。所以 1
1+x

不在 Am 上整。

5.7 设 A 是环 B 的子环，且集合 B\A 对乘法封闭，求证 A 在 B 中整闭。

假设 A 在 B 中不整闭，则设 A 在 B 中的整闭包为 C ⊋ A，任意选取 x ∈ C\A ⊆ B\A，设以 x

为根的次数最⼩的多项式为

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

由于 x ̸∈ A，因此 n ≥ 2。

因为 B\A 是乘法封闭的，因此

b = xn−1 + a1x
n−2 + · · ·+ an−1 ̸∈ A

若否，则 b = xn−1 + a1x
n−2 + · · ·+ a1 是 x 的⼀个 n− 1 次多项式，与 f 极⼩⽭盾。所以

x(xn−1 + a1x
n−2 + · · ·+ an−1) = −an ∈ A

但因为 x ∈ B\A 和 xn−1 + a1x
n−2 + · · ·+ an−1 ∈ B\A，且 B\A 是乘法封闭的，因此

x(xn−1 + a1x
n−2 + · · ·+ an−1) ∈ B\A

⽭盾。因此 A 在 B 中整闭。

5.11 设 f : A → B 是环的平坦同态，那么 f 具有下降性质。

因为 f : A → B 是平坦的，因此根据第三章课后习题 18 可知映射 f∗ : Spec(Bq) → Spec(Ap) 是

满的，其中 q 是 B 的素理想⽽ p = qc。然后根据本章的习题 10(ii) 的 (b’, c’) 可知 f 具有下降性质。

5.16 设 k 是域，A ̸= 0 是有限生成 k 代数。那么存在元素 y1, . . . , yr ∈ A，它们在 k 上

代数无关，使得 A 在 k[y1, . . . , yr] 上整。

5.16.1

设 A = k[x1, x2, . . . , xn]，不失⼀般性，假设 {x1, x2, . . . , xr} 是 {x1, x2, . . . , xn} 在 k 上的极⼤代

数⽆关组。如果 r = n，则 A 显然在 A 上整，故命题成⽴。这是归纳证明的第⼀步，如果 r < n，我

们对 n 使⽤数学归纳法变为 n− 1 的问题，继⽽变为 n− 2 的问题... 直到 n− k = r 为⽌。

因此下⾯都假设 r < n。书本上提⽰的证明只适⽤于 k 是⽆限域，但⼏何意义很明显，⽽同时适⽤

于任意域 k 的证明，则没有那么直观的⼏何意义，但其思想是⼀致的。我们分别进⾏论述。
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5.16.2

⾸先考虑 k 是⽆限域的证明。在 r < n 的假设下，x1, x2, . . . , xn 代数相关，即存在 k 上的⾮零多

项式 f，使得

0 = f(x1, x2, . . . , xn)

设 F (x1, . . . , xn) 是它的最⾼次部分（可能是很多项的求和），那么令 yi = xi − λix1, 2 ≤ i ≤ n，这⾥

λi ∈ k 是待定的常数，则

0 = f(x1, y2 + λ2x1, . . . , yn + λnx1) = g(x1)

只看 x1，那么上式右端 g(x1) 就是 k[y2, . . . , yn] 上的⼀元多项式，并且最⾼次项系数刚好为

F (1, λ2, . . . , λn) ∈ k

由于 k 是⽆限域，我们总可以找到 λ2, . . . , λn
6，并且，使得

F (1, λ2, . . . , λn) ̸= 0

那么 g(x1)/F (1, λ2, . . . , λn) = 0 就是关于 x1 的、系数在 k[y2, . . . , yn] 中的⾸ 1 多项式，所以 x1 在

k[y2, . . . , yn] 上整。这也等价于 A = k[y2, . . . , yn][x1] 在 k[y2, . . . , yn] 上整。

由归纳假设，对于环 k[y2, . . . , yn]，我们可以找到 z1, z2, . . . , zs ∈ k[y2, . . . , yn] ⊂ A，使得 z1, z2, . . . , zs

在 k 上代数⽆关，⽽且 k[y2, . . . , yn] 在 k[z1, z2, . . . , zs] 整。根据 (5.4)，A 也在 k[z1, z2, . . . , zs] 中整。

5.16.3

当 k 是有限域时，因为 k 的元素个数有限，不能保证 F (1, λ2, . . . , λn) ̸= 0，需要将线性变换换成

代数变换，才能使得最⾼次项不为 0。下⾯论述的证明适⽤于⼀般域，⽽不仅仅是有限域。

我们选取⾜够⼤的 N，令 yi = xi − xNi−1

1 , 2 ≤ i ≤ n，则

0 = f(x1, x2, . . . , xn) =
m∑
i=1

aix
bi1
1

(
y2 + xN

1

)bi2(
y3 + xN2

1

)bi3

. . .

(
yn + xNn−1

n

)bi,n

= g(x1)

只看 x1，那么上式右端 g(x1) 就是 k[y2, . . . , yn] 上的⼀元多项式。记 Ci = bi1 + bi2N + · · ·+ binN
n−1，

那么该多项式的次数为

max
i

{
Ci

}
我们总可以选取⾜够⼤的 N7，使得它的最⼤值⼤于其余都所有值，并且不失⼀般性，设最⼤值为 C1，

则 g(x1) 为

0 = g(x1) = a1x
C1
1 + . . .

6假如⾮零多项式 F (1, λ2, . . . , λn) ≡ 0，那么固定 λ2, . . . , λn−1，只看 λn 变量，把 F 看作是 λn 的⼀元 m 次多项式，那么任意的

z1, . . . , zm ∈ k，都有 F (zi) = 0，所以 F (λn) = 0 可以分解为 a(λn − z1) . . . (λn − zm) = 0, a ∈ k, a ̸= 0，代⼊ z ̸∈ {z1, . . . , zm}，
显然不可能为 0，因此不可能恒等于零，⽭盾。

7设有矩阵 
b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 . . . bmn


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因为 a1 ∈ k, a1 ̸= 0, k是域，所以可以得到

0 = xC1
1 + . . .

上式右端就是关于 x1 的、系数在 k[y2, . . . , yn] 中且次数为 C1 的⾸ 1 多项式，所以 x1 在 k[y2, . . . , yn]

上整。这也等价于 A = k[y2, . . . , yn][x1] 在 k[y2, . . . , yn] 上整。

由归纳假设，对于环 k[y2, . . . , yn]，我们可以找到 z1, z2, . . . , zs ∈ k[y2, . . . , yn] ⊂ A，使得 z1, z2, . . . , zs

在 k 上代数⽆关，⽽且 k[y2, . . . , yn] 在 k[z1, z2, . . . , zs] 整。根据 (5.4)，A 也在 k[z1, z2, . . . , zs] 中整。

5.23 设 A 是环，证明下述条件等价：i) A 中每个素理想都是极大理想的交；ii) A 的每

个同态象的小根等于大根；iii) A 的每个非极大的素理想等于真包含它的那些素理

想的交。

第三同构定理：A 是环，a ⊆ I 是 A 的两个理想，则

(A/a)/(I/a) ∼= A/I

这表明 A/a 的理想 I/a 与 A 中包含 a 的理想 I 存在⼀⼀对应关系（命题 1.1）。所以本题的题设 i),
iii)，过渡到商环中依然成⽴。

5.23.1

i) ⇒ ii)
设 f 是 A 到 B 的⼀个同态，则从同构

A/Ker(f) ∼= Im(f)

其中 bij 都是⾮负整数，矩阵的任意两⾏都不全相同。那么总可以找到⾜够⼤的整数 N，使得
b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 . . . bmn




1

N

...
Nn−1

 =


C1

C2

...
Cm


有 Ci ̸= Cj(∀i ̸= j)。

证明并不难，取 N = 1 +
∑
i,j

bi,j（并⾮最优估计），那么 ∀i ̸= j，设 bik, bjk 是向量 (bin, bi,n−1, . . . , bi1) 和 (bjn, bj,n−1, . . . , bj1) 中

第⼀个不相等的值，不失⼀般性设 bik > bjk，那么

Ci − Cj

=

(
binN

n−1
+ bi,n−1N

n−2
+ · · · + bi1

)
−

(
bjnN

n−1
+ bj,n−1N

n−2
+ · · · + bj1

)
=

(
bik − bjk

)
N

k−1
+

(
bi,k−1 − bj,k−1

)
N

k−2
+ · · · +

(
bi1 − bj1

)
≥N

k−1 −
(
bj,k−1 + · · · + bj1

)
N

k−2

≥N
k−2

(
N − bj,k−1 − · · · − bj1

)
>0

证毕。

这表明，C1, C2, . . . , Cm 中的最⼤值⼤于其余都所有值，不妨设 C1 > max{C2, . . . , Cn}。
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出发，结合定义和命题 1.1，我们有

Im(f)的⼩根
定义
==== Im(f)所有素理想的交

同构
==== A/Ker(f)所有素理想的交

对应
====

∩
p∈P

(
p/Ker(f)

)
=

( ∩
p∈P

p

)
/Ker(f), P是A中包含 Ker(f)的素理想的集合

题设
====

( ∩
p∈M

p

)
/Ker(f),M是A中包含 Ker(f)的极⼤理想的集合

和

Im(f)的⼤根
定义
==== Im(f)所有极⼤理想的交

同构
==== A/Ker(f)所有极⼤理想的交

对应
====

∩
p∈M ′

(
p/Ker(f)

)
=

( ∩
p∈M ′

p

)
/Ker(f),M ′是A中包含 Ker(f)的全体极⼤理想的集合

所以 Im(f)的⼤根 ⊆ Im(f)的⼩根，⽽“⼤根 ⊇ ⼩根”总是成⽴，因此 Im(f)的⼤根 = Im(f)的⼩根。

5.23.2

ii) ⇒ iii)
设 p 是 A 的⼀个⾮极⼤素理想，考虑⾃然同态 A → A/p，A/p 是整环，所以 A/p 的零理想 (0)A/p

是它的⼩根，即 A/p 的所有素理想的交。又根据题设，(0)A/p 也是 A/p 的⼤根，即 A/p 的所有极⼤

理想的交。但是在 A 中，p 不是极⼤的，因此对应地 A/p 的 (0)A/p = p/p 不是极⼤的（命题 1.1），因

此，A/p 的 (0)A/p 也等于 A/p 的所有⾮零素理想的交。再次根据命题 1.1，即

p/p =(0)A/p

=
∩

m是A/p的⾮零素理想

m

=
∩

I是A中真包含p的素理想

(
I/p

)

=

( ∩
I是A中真包含p的素理想

I

)
/p

所以

p =
∩

I是A中真包含p的素理想

I

5.23.3

iii) ⇒ i)
假设结论 i) 不成⽴，则 A 存在⼀个素理想 p，它不是极⼤理想的交。考虑整环 A/p，则 (0)A/p 是

整环 A/p 的⼩根，但因为它不是 A/p 极⼤理想的交（对应关系），所以 (0)A/p 不是 A/p 的⼤根，那么

可以设 f 是 A/p 的⼤根的⼀个⾮零元。
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现在考虑分式环 (A/p)f，它是⾮零环，设 m 是 (A/p)f 的⼀个极⼤理想，那么考虑 m 在 A/p 中

的局限 q = m ∩ (A/p)，q 是 A/p 中的素理想，m = qf = S−1
f q，Sf = {fn}n≥0。根据命题 3.11.iv，

f ̸∈ q，所以 q 在 A/p 中不是极⼤的（因为 A/p 中的⼤根包含 f）。

那么由题设，q 是 A/p 中所有真包含于 q 的所有素理想的交，设 q′ ⊋ q 是⼀个素理想，如果它跟

Sf 没交集，根据命题 (3.11 iv)，S−1
f q′ 是 (A/p)f 中的素理想，且真包含于 m，跟 m 是极⼤的⽭盾。

所以 q′ ∩ Sf ⾮空，这样就有 S−1
f q′ = (A/p)f。

但是，由推论 3.14.ii，有

qf =S−1
f

 ∩
q′是真包含q的素理想

q′


=

∩
q′是真包含q的素理想

S−1
f q′

=(A/p)f

⽭盾。

5.27 设 A,B 是两个局部环，如果 A 是 B 的子环，而且 A 的极大理想 m 包含在 B 的

极大理想 n 之中（或者等价地说，如果 m = n∩A），我们就说 B 优于（dominate）
A。设 K 是域，Σ 是 K 中全部局部子环构成的集合，按“优于”关系将 Σ 排序。

证明在 Σ 中有极大元，而且 A ∈ Σ 在 Σ 中是极大的，当且仅当 K 是域 K 的赋

值环。

5.27.1

记局部环 A 的极⼤理想为 mA。

⾸先分析局部环的充要条件。命题 1.6.i 给出，如果环 A 的全体不可逆元构成⼀个理想，那么环 A

就是⼀个局部环，这个理想就是 mA。事实上，这个命题的逆命题也成⽴，即如果环 A 是⼀个局部环，

那么 A 的极⼤理想 mA 就是 A 的全体不可逆元的集合，如果不是，存在不可逆元 α ̸∈ mA，但是由引

理 1.5，存在另⼀极⼤理想 m′ 使得 α ∈ m′ ̸= mA，这跟 A 是局部环⽭盾。

5.27.2

下⾯使⽤ Zorn 引理证明。难点是证明链中的局部环的并还是⼀个局部环。

设 C = {Ai} 是任意⼀个满⾜题意的局部环链，则显然 C ⾮空。考虑

A =
∪
i

Ai, mA =
∪
i

mAi

∀x, y ∈ A ，则有 k 使得 x, y ∈ Ak，则 x+ y, xy ∈ Ak ⊆ A ，结合律和单位元的存在性是显然的，

所以 A 是⼀个环。另⼀⽅⾯，∀x, y ∈ mA ，必然有 k 使得 x, y ∈ mAk
，所以 x+ y ∈ mAk

⊆ mA ，⽽

∀x ∈ mA , y ∈ A ，则有 k 使得 x ∈ mAk
, y ∈ Ak，所以 xy ∈ mAk

⊆ mA ，这表明 mA 是 A 的⼀个理

想。

下⾯证明 mA 就是 A 的全体不可逆元的集合。因为每个 mAi
都是 Ai 的全体不可逆元的集合，所

以 mA 是⼀个不可逆元的集合。如果存在不可逆元 α ∈ A , α ̸∈ mA ，那么存在 k 使得 α ∈ mAk
⊆ A ，
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⽭盾，所以 mA 是 A 的全体不可逆元的集合，它又是⼀个理想，故 A 是⼀个局部环，极⼤理想是

mA 。

综上，链 C ⾮空有界。因此 Σ 中有极⼤元。

5.27.3

设 A 是 Σ 的⼀个极⼤元，mA 是它的极⼤理想，令 Q 为域 A/mA 的代数闭包（第⼀章课后习

题 13 题表明域总可以闭化的）。那么按照引理 5.19 上⽅的说明构造偏序集 Σ′，并且考虑⾃然同态

f : A → Q, x → x+mA，我们得到 mA = Ker(f)，那么 (A, f) ∈ Σ′，所以存在 Σ′ 中的极⼤元 (B, g)，

使得 B ⊇ A, g|A = f。由引理 5.19，B 是局部环，mB = Ker(g)，所以 mB ⊇ mA，所以 B ∈ Σ，所以

B ⊆ A，所以 B = A。根据定理 5.21，A 是赋值环。

反过来，如果 A 是⼀个赋值环，那么 A 是⼀个局部环（命题 5.18.i），所以 A ∈ Σ，如果 A 不是

Σ 中的极⼤元，那么存在 B ∈ Σ 使得 A ⊊ B,mA ⊆ mB，考虑 ∀x ∈ B\A，因为 A 是赋值环且 x ̸∈ A，

所以 x−1 ∈ A ⊊ B，也就是 x, x−1 ∈ B，这表明 x−1 在 B 中可逆，x−1 ̸∈ mB。因为 x ∈ B\A，即

(x−1)−1 = x ̸∈ A，但 x−1 ∈ A，这表明 x−1 是 A 的不可逆元，所以 x−1 ∈ mA，这与 mA ⊆ mB ⽭盾。

所以 A 是 Σ 中的极⼤元8。

5.28 设 A 是整环，K 是它的分式域。证明下列论断等价: (1) A 是域 K 的赋值环；(2)
设 a, b 是 A 中任意两个理想，那么或者 a ⊆ b，或者 b ⊆ a。由此得出，如果 A 是

一个赋值环，p 是 A 中一个素理想，那么环 Ap 与 A/p 是它们的分式域的赋值环。

5.28.1

(1) ⇒ (2)：如果 a ̸⊆ b 且 b ̸⊆ a，那么可以选取 α ∈ a, α ̸∈ b 以及 β ∈ b, β ̸∈ a，考虑 γ = α/β ∈ K，

因为 A 是赋值环，因此 γ ∈ A 或者 γ−1 ∈ A，这对应于 α = γβ ∈ b 或者 β = γ−1α ∈ a，均⽭盾。

5.28.2

(2) ⇒ (1)：设 a/b ∈ K 是 K 中的可逆元，a, b ∈ A。在 A 环中，我们有 a ∈ (a) ⊆ (b) 或

b ∈ (b) ⊆ (a)。如果 a ∈ (a) ⊆ (b)，则有 x ∈ A 使得 a = bx，那么 a/b = xb/b = x ∈ A；如果

b ∈ (b) ⊆ (a)，则有 x ∈ A 使得 b = ax，那么 (a/b)−1 = b/a = ax/a = x ∈ A。所以 A 是赋值环。

5.28.3

因为 A 是⼀个赋值环，所以根据上⾯的证明，本题的性质 ii 成⽴。

根据命题 3.11，Ap 的理想都是扩理想，因此设 ap, bp 是 Ap 的两个理想，a, b 是 A 的两个理想，

且 a ⊆ b 或者 b ⊆ a，所以 ap ⊆ bp 或者 bp ⊆ ap，所以 Ap 是赋值环。

根据第三同构定理，A/p 的理想与包含 p 的所有理想⼀⼀对应，因此如果 a/p 与 b/p 是 A/p 的两

个理想，则 a, b 也是 A 的两个理想，且 a ⊆ b 或者 b ⊆ a，所以 a/p ⊆ b/p 或者 b/p ⊆ a/p，所以 A/p

是赋值环。

8事实上，我们也可以认为，这个⽅向已经包含了 Σ 中极⼤元存在性的证明，因为赋值环就是 Σ 中的极⼤元，⽽由定理 5.21，赋值环总是

存在的，所以极⼤元总是存在的。
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6 链条件

6.1

6.1.1 设 M 是一个 Noether A-模，u : M → M 是一个模同态。如果 u 是满的，那么 u 是同构；

⾸先留意到，因为 u 是⼀个满射，因此它的复合映射 un 都是满射。

接着，我们考虑 Ker(un)，它是 M 的⼦模，并且显然有 Ker(un) ⊆ Ker(un+1)，因为 M 是⼀个

Noether A-模，因此存在 N 使得 Ker(un+1) = Ker(un),∀n ≥ N。

∀y ∈ Ker(u)，因为 uN 是满射，所以存在 x ∈ M 使得 uN (x) = y，即 uN+1(x) = 0，所以

x ∈ Ker(uN+1) = Ker(uN )，既然 x ∈ Ker(uN )，那么 0 = uN (x) = y，这表明 u 是单射。所以 u 是同

构。

6.1.2 如果 M 是一个 Artin A-模，而 u 是单的，那么 u 是同构

⾸先留意到，因为 u 是⼀个单射，因此它的复合映射 un 都是单射。

接着，我们考虑 Im(un)，它是 M 的⼦模，并且显然有 Im(un) ⊇ Im(un+1)，因为 M 是⼀个 Artin
A-模，因此存在 N 使得 Im(un+1) = Im(un),∀n ≥ N。

∀x ∈ M，那么有 uN+1(x) ∈ Im(uN+1)，所以存在 y ∈ Im(uN ) 使得 u(y) = uN+1(x)，⽽因为

y ∈ Im(uN ) = Im(uN+1)，所以存在 z ∈ M 使得 uN+1(z) = y，那么 uN+2(y) = uN+1(z)。因为 uN+1

是单射，所以 u(z) = y，所以 u 也是满的。所以 u 是同构。

6.2 设 M 是 A-模。如果 M 的有限生成子模构成的任意一个非空集合都有极大元，那么

M 是 Noether 模。

根据命题 6.2，我们只需要证明 M 的每个⼦模都是有限⽣成的。设 N 是 M 的⼀个⼦模，⽽ Σ 是

N 的所有有限⼦模所构成的集合，根据题设，Σ 有⼀个极⼤元 N0。如果 N ⊋ N0，那么选取 x ∈ N\N0，

考虑⼦模 N0 +Ax ⊋ N0，这跟 N0 极⼤⽭盾。所以 N = N0，即 N 是有限⽣成的。

6.3 设 M 是 A-模，并设 N1, N2 是 M 的子模。如果 M/N1,M/N2 都是 Noether 模，
那么 M/(N1 ∩N2) 也是 Noether 模，将上面的 Noether 模改为 Artin 模，也有
类似结论。

根据命题 2.1 ii)，我们有

N1/(N1 ∩N2) ∼= (N1 +N2)/N2

显然 (N1 +N2)/N2 是 Noether 模 M/N2 的⼦模，所以也是 Noether 环。考虑同态

f : M/(N1 ∩N2) → M/N1

x+ (N1 ∩N2) → x+N1

那么 Ker(f) = {x+ (N1 ∩N2)|x ∈ N1} = N1/(N1 ∩N2)。由此得到正合序列：

0 → N1/(N1 ∩N2)
incl−−→ M/(N1 ∩N2)

f−−→ M/N1 → 0
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因为 N1/(N1 ∩N2) 和 M/N1 都是 Noether 模，所以由命题 6.3.i 知 M/(N1 ∩N2) 也是 Noether 模。

上述证明过程换成 Atrin 模，然后把命题 6.3.i 改为命题 6.3.ii，所有推理⼀样成⽴。

6.4 设 M 是 Noether A-模，并设 a 是 M 在 A 中的零化子，证明 A/a 是 Noether
环。如果在这个结果中用“Artin 模”代替“Noether 模”，它是否还正确？

因为 M 是 Noether A-模，由命题 6.2 知 M 是有限⽣成的，设 x1, . . . , xn 是它的⼀组⽣成元。考

虑同态
f : A → Mn

a → (ax1, . . . , axn)

注意 a = {a|a ∈ A, aM = 0}，因此很显然 a = Ker(f)，那么 A/a = A/Ker(f) ∼= Im(f) 是 Mn 的⼦模，

根据引理 6.4，Mn 也是 Noether A-模，其⼦模也是 Noether A-模，所以 A/a 是 Noether A-模。

本题要证明 A/a 是是 Noether 环，即 A/a 是 Noether A/a-模，等价地，A/a 的每个理想都是有

限⽣成的。⽽ A/a 是 Noether A-模，它的每个理想也是⼀个 A-⼦模，所以每个理想作为 A-模它是有

限⽣成的，从⽽作为 A/a-模也是有限⽣成的，所以 A/a 是是 Noether 环。

如果改为 Artin 模，结论不⼀定成⽴。⽐如考虑 Z-模 Q/Z，根据第六章例 3，它是⼀个 Artin 模。

显然，它的零化⼦集 a = {0}，因此 Z/a ∼= Z，但 Z 不是 Artin 模。
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7 Noether 环

7.1 设 A 不是 Noether 环，令 Σ 是 A 中不是有限生成的理想的集合。

7.1.1 证明 Σ 有极大元，且 Σ 中极大元是素理想；

极⼤元的存在是显然的，是 Zorn 引理的标准应⽤（以 ⊆ 为偏序关系，并且“同⼀条链中的理想的

并”显然是⼀个理想，并且不是有限⽣成的。）。设 a 是 Σ 的极⼤元，下证它是⼀个素理想。

设有 x, y ̸∈ a，但 xy ∈ a，那么 (x) + a ⊋ a 是有限⽣成的，否则就跟 a 是极⼤元⽭盾。那么存在

a1, . . . , an ∈ a，使得 (a1, . . . , an, x) = (x) + a9，那么 ∀a ∈ a，都有 a0 ∈ (a1, . . . , an) 以及 b ∈ A，使

得 a = a0 + bx，这表明 a = (a1, . . . , an) + x(a : x)。但因为 xy ∈ a，所以 y ∈ (a : x)，但 y ̸∈ a，所以

(a : x) ⊋ a，这表明 (a : x) 是有限⽣成的，否则又跟 a 是极⼤元⽭盾。结合 a = (a1, . . . , an) + x(a : x)，

得到 a 是有限⽣成的，再次⽭盾。所以 a 是素理想。

7.1.2 因此，一个环，若其中每个素理想都是有限生成的，它必是 Noether 环 (I.S. Cohen)。

因为 A 的每个素理想都是有限⽣成的，所以 A 中所有的理想都是有限⽣成的，否则如果 A 中存

在⼀个不是有限⽣成的理想，那么存在⼀个极⼤元包含于它，⽽且极⼤元是素理想，并且又不是有限⽣

成的，⽭盾。根据 Noether 环的等价定义 (3)，A 是 Noether 环。

7.2 设 A 是 Noether 环，并设 f =
∞∑
n=0

anx
n ∈ A[[x]]。证明 f 是幂零元，当且仅当每个

an 是幂零元。

⇒：第⼀章课后习题 5.ii) 已经证明。

⇐：因为 A 是 Noether 环，所以根据 Hilbert 基定理，多项式环 A[x] 也是 Noether 环，⽽

a0, a1, . . . , an, . . . 都是幂零元，所以根据第⼀章课后习题 2.ii) 知 a0, a0+a1x, a0+a1x+a2x
2, · · · ∈ A[x]

都是幂零元，即 a0, a0 + a1x, a0 + a1x+ a2x
2, · · · ∈ N(A[x])，根据 7.15，N(A[x]) 是幂零的，所以存在

⾜够⼤的 N，使得

0 = aN0 = (a0 + a1x)
N = (a0 + a1x+ a2x

2)N = . . .

所以

0 =

(
∞∑

n=0

anx
n

)N

7.3 设 a 是环 A 中的不可约理想，那么下述论断等价：i) a 是准素理想；ii) 对 A 中每

个乘法封闭子集 S，有 x ∈ S，使 (S−1a)c = (a : x)；iii) 对每个 x ∈ A，序列 (a : xn)

是稳定的。

7.3.1

i) ⇒ ii)：根据题设 a 是
√
a 准素的，因此根据命题 4.8，如果 S ∩

√
a ̸= ∅，那么 (S−1a)c = A，取

∀x ∈ S∩
√
a，那么存在 k 使得 xk ∈ a，由于 S 是乘法封闭的，所以 xk ∈ S，那么 (S−1a)c = A = (a : xk)，

9这是可以做到的，因为我们可以任取 (x) + a 的 n 个⽣成元 a′
1, . . . , a

′
n，然后将它们写成 a′

1 = a1 + b1x, . . . , a
′
n = an + bnx, ai ∈ a，

所以 a1, . . . , an, x 也是⼀组⽣成元。
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如果 S ∩
√
a = ∅，那么 (S−1a)c = a = (a : 1)。

7.3.2

ii) ⇒ iii)：∀x ∈ A，考虑 S = {1, x, x2, . . . , }，根据题设，存在 xK ∈ S，使得 (S−1a)c = (a : xK)，

根据命题 3.11.ii)，有

(S−1a)c =

∞∪
k=0

(a : xn) ⊇ (a : xK) (∀k > 0)

所以

(a : xK) =
∞∪
k=0

(a : xn)

⽽且 (a : xi) ⊆ (a : xj), ∀i < j，所以序列 (a : xn) 稳定于 (a : xK)。

7.3.3

iii) ⇒ i)：参考引理 7.12 的证明。过渡到商环 A/a，那么 a 成为了 A/a 中的零理想，并且保持理想

的对应关系。所以我们只需要证明“零理想是不可约的，那么它是准素的”。令 x̄ȳ = 0, ȳ ̸= 0，根据题设

中序列 (a : xn) 是稳定的，对应于 (0 : x̄n) 是稳定的，即对于某个 K，有 (0 : x̄K) = (0 : x̄K+1) = . . .，

由此得出10(x̄K) ∩ (ȳ) = 0。⽽ 0 是不可约的且 (ȳ) ̸= 0，所以 (x̄K) = 0，即 x̄K = 0，根据定义，0 是

准素的。

7.4 下列哪些环是 Noether 环？（在下述所有情况下系数都是复数）

7.4.1 在圆周 |z| = 1 上没有极点的 z 的有理函数环；

因为 C 是 Noether 环，所以根据 Hilbert 基定理，C[z] 是 Noether 环，⽽题设的环为

A =

{
f

g

∣∣∣∣ f, g ∈ C[z], (x− a) ∤ g, |a| = 1

}
那么令

S = {g| g ∈ C[z], (x− a) ∤ g, |a| = 1}

显然 S 是乘法封闭的，⽽ S−1C[z] = A，所以根据命题 7.3，它是 Noether 环。

7.4.2 具有正的收敛半径的 z 的幂级数环；

从语⾔理解⾓度来看，这道题的提法有歧义，即“具有正的收敛半径”应该怎样理解。⼀种理解是：

收敛半径必须为正数（不能是 0 或者⽆穷），另⼀种理解是：收敛半径只要⼤于 0 就⾏。但从数学⾓度

来看，这道题并⽆歧义，因为如果是第⼀种理解，那么因为 0 多项式具有⽆穷收敛半径，因此 0 不能

在“具有正的收敛半径的 z 的幂级数”的集合⾥边，所以根本不能构成环。因此，只能是后⼀种理解。

记题设的集合为 A，那么根据第⼀章课后习题 5.i，a+ zf ∈ A ⊆ C[[z]] 是在 C[[z]] 中可逆的，这

⾥ a ∈ C, a ̸= 0, f ∈ C[[z]]。并且因为 a + zf 具有正的收敛半径，因此 (a + zf)−1 也具有正的收敛半

径，即 (a+ zf)−1 ∈ A，也就是说 a+ zf 在 A 中也可逆。

10因为如果 a ∈ (ȳ)，则因为 x̄ȳ = 0 有 ax̄ = 0，如果同时 a ∈ (x̄K)，则 a = bx̄K，即 0 = bx̄K+1，那么 b ∈ (0 : x̄K+1) = (0 : x̄K)，

所以 0 = bx̄K = a。
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设 I 是 A 中的⼀个理想，zn(a + zf) ∈ I 是 I 中⼀个“最低次项的次数最⼩”的幂级数，这⾥

a ∈ C, a ̸= 0, f ∈ C[[z]]，那么显然 I ⊇
(
zn(a + zf)

)
，根据前⾯所述，(a + zf)−1 ∈ A，那么 zn =

zn(a+ zf)(a+ zf)−1 ∈
(
zn(a+ zf)

)
，这表明

(
zn(a+ zf)

)
= (zn)。由 zn(a+ zf) 的选择，(zn) ⊇ I

是显然的，所以 I = (zn)。

也就是说 A 中的所有理想都具有 (zn) 的形式，⽽且 (zn) ⊇ (zn+1)，所以 A 中的理想升链是稳定

的，即 A 是 Noether 环。

7.4.3 具有无限收敛半径的 z 的幂级数环；

本题结论是否定的，即“具有⽆限收敛半径的幂级数”的集合 A，不是 Noether 环。跟前⼀问的区别

在于，如果 a+ zf ∈ A 在 C[[x]] 中可逆，则它不⼀定具有⽆限的收敛半径（只能保证是正的），所以它

在 A 中不⼀定可逆。⽐如 (ez − z)/z ∈ A 且在 C[[x]] 中可逆，但 z/(ez − 1) 的收敛半径为 2π，因此，

没法沿⽤前⼀问的证明。

具体的反例是：设

fn =
∞∏
i=n

(
1− z

2i

)
显然 fn 的收敛半径为⽆穷⼤11，⽽且每个 fn 展开后，就是⼀个幂级数，因此 fn ∈ A。可以留意到，

∀g1, g2, . . . , gn ∈ A，都有

g1f1 + g2f2 + · · ·+ gnfn ̸= fn+1

这是因为将 z = 2n 代⼊时，左边等于 0，⽽右边不等于 0。由此表明理想升链 {f1, . . . , fn}∞n=1 不是稳

定的（如果稳定，则对于⾜够⼤的 N，fN 可以由 f1, . . . , fN−1 线性组合表⽰，但上⾯已经证明了不可

能），所以 A 不是 Noether 环。

7.4.4 其前 k 阶微商在原点为零的 z 的多项式全体所成的环（这里 k 是固定整数）；

注意这⾥的前 k 阶导数不包含“0 阶”导数，即不包含本⾝，否则根本就不是环。

所以这意味着 A = {c + zk+1f |c ∈ C, f ∈ C[z]} = C[1, zk+1, . . . , z2k+1]，根据 7.6，A 是 Noether
环。

7.4.5 其对 ω 的偏微商在 z = 0 处为零的，变元 z, ω 的多项式的全体所成的环。

注意到对 ω 的偏导数不会影响 z，因此这意味着 A = {c + zf |c ∈ C, f ∈ C[z, ω]}，不难发现

∀g1, g2, . . . , gn ∈ A，都有

g1zω + g2zω
2 + · · ·+ gnzω

n ̸= zωn+1

这是因为（c1, . . . , cn 分别是 g1, . . . , gn 中的常数项）

(g1 − c1)zω + · · ·+ (gn − cn)zω
n ̸= z(ωn+1 + cnω

n + · · ·+ c1ω)

因为 z2|(gi − ci)，所以左端被 z2 整除，⽽右边要想被 z2 整除，只有让

ωn+1 + cnω
n + · · ·+ c1ω ≡ 0

11当 |z| < 2n 时，
∣∣∣1 − z

2i

∣∣∣ ≤ 1 + |z|
2i

≤ exp
(

|z|
2i

)
, ∀i ≥ n，那么对于任意 z，都有

∣∣∣∣ ∞∏
i=n

(
1 − z

2i

)∣∣∣∣ ≤ exp
(

∞∑
i=n

|z|
2i

)
< +∞，这表明

fn 总是收敛的。
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这在复数域⾥是不可能的。⽭盾。

这表明理想升链
{
(zω, zω2, . . . , zωn)

}∞

n=1
不是稳定的，所以 A 不是 Noether 环。

7.6 如果有限生成的环 K 是域，它必是有限域。

我们需要考虑域的特征 char(K)，要注意：特征为 0 的域⼀定是⽆限域，但特征不为 0 的域，也

可能是⽆限域12。

假设 char(K) = 0，那么在同构的意义下有 Z ⊂ Q ⊆ K。环 K 是有限⽣成的意思是说它作为 Z-代
数是有限⽣成的，因此它作为 Q-代数也是有限⽣成的，因为 K 是域，由命题 7.9 知 K 是 Q 的有限代

数扩张，那么它作为 Q-模也是有限⽣成的。由命题 7.8，Q 作为 Z-代数是有限⽣成的，⽭盾。

所以 char(K) = p > 0，那么 p 是素数，既然环 K 作为 Z-代数是有限⽣成的，那么它作为 A = Z·1-
代数也是有限⽣成的，⽽因为 char(K) = p > 0，那么在同构的意义下，有 A = Z/(p)，那么就可以把

K 看成有限⽣成的 Z/(p)-代数，那么根据命题 7.9，K 是有限域 Z/(p) 的有限代数扩张，所以它是有

限域。

7.9 设 A 是环，适合：(1) 对 A 的每个极大理想 m，局部环 Am 是 Noether 环；(2)
对 A 中每个 x ̸= 0，A 中含 x 的极大理想的集合是有限集。证明 A 是 Noether 环。

只需要证明 A 的每个理想都是有限⽣成的。分两步证明。

7.9.1

设 a 是 A 中的⼀个⾮零理想，⽽根据题设 (2)，显然包含 a 的极⼤理想也是有限个的，所以我们可

以设 m1, . . . ,mr ⊇ a 是全部包含 a 的极⼤理想，接着，取 a 中的⼀个⾮零元 x0，令 m1, . . . ,mr+s 是全部

含有 x0 的极⼤理想。也就是说，mr+1, . . . ,mr+s 是不包含 a 的，那么存在 xj ∈ a, xj ̸∈ mr+j(1 ≤ j ≤ s)。

设 m 是 A 的任意极⼤理想，记 Sm = A\m。由于每个 Ami
(1 ≤ i ≤ r) 都是 Noether 环，a 在 Ami

中

的扩理想 S−1
mi

a是有限⽣成的，即存在⽣成元 x1,i, x2,i, . . . , xti,i ∈ a，使得 x1,i/y1,i, x2,i/y2,i, . . . , xti,i/yti,i ∈
Ami

⽣成 S−1
mi

a，我们把所有 S−1
mi

a 的⽣成元的分⼦合并在⼀起，记为 xs+1, xs+2, . . . , xt。那么考虑理

想 a0 = (x0, x1, . . . , xt)，显然它是有限⽣成的，⽽且 a0 ⊆ a。

7.9.2

对于 A 的任意极⼤理想 m，如果 m ∈ {m1, . . . ,mr}，那么根据 a0 的构造，S−1
m a0 已经包含了 S−1

m a

的所有⽣成元，因此显然有 S−1
m a0 ⊇ S−1

m a，⽽根据 a0 ⊆ a，那么 S−1
m a0 ⊆ S−1

m a，所以 S−1
m a0 = S−1

m a；

如果 m ∈ {mr+1, . . . ,mr+s}，那么 xr+j ∈ Smr+j
∩a 且 xr+j ∈ Smr+j

∩a0，这表明 S−1
m a = (1) = S−1

m a0；

如果 x0 ̸∈ m，则 x0 ∈ Sm ∩ a 且 x0 ∈ Sm ∩ a0，那么 S−1
m a = (1) = S−1

m a0。

这就是说，考虑嵌⼊ ϕ : a0 → a，则它显然是单的。⽽根据上⾯的讨论，对于任意的极⼤理想 m，

ϕm : S−1
m a0 → S−1

m a 都是满的，因此根据命题 3.9.iii 和 3.9.i，ϕ 也是满的，即 ϕ 是同构。那么 a0 = a，

这表明 a 是有限⽣成的。

12⽐如考虑⼆元域 Z2，定义 Fn = Z2[x]/(x
n + x + 1)，那么它就是 2n 元域，但特征还是为 2，考虑 F =

∪∞
n=1 Fn，那么它是⼀个⽆限

域，但特征还是 2。
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7.11 设 A 是环，并设它的每个局部环 Ap 是 Noether 环，问 A 是否一定是 Noether
环？

不⼀定。

考虑有限域 Z2 = {0, 1}，考虑 A = (Z2)
∞，将 (Z2)

n 看成是它的理想 Z2 × · · · ×Z2 × 0（n 个 Z2），

那么显然

(Z2) ⊊ (Z2)
2 ⊊ (Z2)

3 ⊊ . . .

因此 A 不是 Noether 环。

显然在 A 中有 x2 = x，根据第⼀章课后习题 7，A 的所有素理想都极⼤，这表明 A 的⼤根 RA 等

于 A 的⼩根 NA，⽽不难发现，A 的幂零元只有 0，因此 RA = NA = 0。

设 p 是 A 中的⼀个素理想，那么 Ap 是局部环，并且 x = x2 在 Ap 中是保持的，因此 Ap 的所

有素理想都极⼤，但 Ap 只有⼀个极⼤理想，这表明 RAp
= NAp

就是它唯⼀的极⼤理想，根据 3.12，
NAp

= (NA)p = 0，也就是说 Ap 只有 0 这个极⼤理想，那么 Ap 是域，所以它是 Noether 环。

7.18 设 A 是 Noether 环，p 是 A 的素理想，M 是有限生成 A-模。

7.18.1 证明下述断言等价：i) 在 M 中 p 属于 0；ii) 存在 x ∈ M，使 Ann(x) = p；iii) 存在 M 的

一个子模与 A/p 同构。

本题的证明顺序是 i) ⇔ ii) ⇔ iii)，其中 i) ⇔ ii) 需要⽤到模的准素分解这⼀概念，它在第四章的

课后习题 20-23 引⼊了，并且在本章的课后习题 17 中进⼀步讨论，证明参考命题 7.17 即可。下⾯只给

出 ii) ⇔ iii) 的证明。

ii) ⇒ iii)：考虑 A 到 Ax 的同态 ϕx : a → ax，显然这是个满射，于是 A/Ker(ϕx) ∼= Ax，⽽

Ker(ϕx) = Ann(x) = p，所以 A/p 同构于⼦模 xA。

iii) ⇒ ii)：如果 A/p 同构于 M 的⼦模，那么直接把 A/p 当作 M 的⼦模，存在嵌⼊映射 ϕ : A/p →
M，那么存在 1̄ = 1 + p ∈ M，使得 p = Ann(1̄)。

7.18.2 推出存在子模链 0 = M0 ⊊ M1 ⊊ · · · ⊊ Mr ⊊ M 使得每个商模 Mi/Mi−1 形如 A/pi，这里 pi

是 A 的素理想。

为了构造这样的⼦模，设 p1 是属于 0M 的素理想，根据 iii)，M1 = A/p1 是 M 的⼦模，所以我

们有⼦模链

0 = M0 ⊊ M1

假设我们已经有 M 的⼦模链

0 = M0 ⊊ M1 ⊊ · · · ⊊ Mn ̸= M

满⾜ Mi/Mi−1
∼= A/pi，并且 Mn ⊊ M。根据命题 6.5，M/Mn 还是 Noether A-模，那么我们可以找

到 pn+1 是属于 0M/Mn
的素理想，根据 iii) 知 M ′

n+1 = A/pn+1 是 M/Mn 的⼦模，且 pn+1 是 A 的素

理想，所以 M ′
n+1 ̸= 0，那么存在 M 的⼦模 Mn+1 ⊋ Mn 使得 A/pn+1 = Mn+1/Mn。也就是说，我们

能找到更长的⼦链：

0 = M0 ⊊ M1 ⊊ · · · ⊊ Mn ⊊ Mn+1
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所以这个⼦模链是可以⼀直构造下去的。但是因为 M 是 Noether A-模，所以这个链在有限步后终

⽌于 M ′。根据链的构造⽅法，当且仅当 M/M ′ 是零模时构造会终⽌，因此 M = M ′，那么我们可以

得到满⾜题⽬的⼦模链

0 = M0 ⊊ M1 ⊊ · · · ⊊ Mr ⊊ M
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8 Artin 环

8.3 设 k 是一域，A 是有限生成 k-代数。证明下列陈述等价：i) A 是 Artin 环；ii) A

是一个有限 k-代数。

8.3.1

i) ⇒ ii)：因为 A 是 Artin 环，因此根据定理 8.7，存在有限个局部 Artin 环 A1, . . . , An，使得

A =
n∏

i=1

Ai

因为 A 是有限⽣成的 k-代数，所以每个 Ai 也都是有限⽣成的 k-代数，那么只需要证明每个 Ai 都是

有限 k-代数，即每个 Ai 都是 k 上的有限维向量空间。

设 mi 是 Ai 的极⼤理想，考虑剩余类域 Fi = Ai/mi，显然 Fi 也是有限⽣成的 k-代数，那么根据

5.24，Fi 是 k 的有限代数扩张，也就是说作为 k 上的向量空间，dimk Fi 是有限的。因为 Ai 是 Artin
环，所以也是 Noether 环；此外，Ai 作为 Ai-模显然是有限⽣成的（由 1 ⽣成），那么根据第七章课后

习题 18，存在 Ai 的⼦模链：

0 = M0 ⊊ M1 ⊊ · · · ⊊ Mr = Ai

使得 Mj/Mj−1
∼= Ai/pj，pj 是 Ai 的素理想，但因为 Ai 是局部环，只有⼀个素理想 mi，因此 Mj/Mj−1

∼=
Ai/mi = Fi，于是我们得到正合序列

0 → Mj−1
incl−−→ Mj

⾃然同态−−−−−→ Fi → 0

注意到各个 Mi 是 Ai 作为 Ai-模的⼦模，因此实际上它们都是 Ai 的理想（也是⼦环），所以它们也是

k 上的向量空间，于是根据命题 6.9，我们有

dimk Mj = dimk Mj−1 + dimk Fi

对于 dimk Mj 来说，这是个等差数列，因此

dimk Mj = dimk 0 + j dimk Fi = j dimk Fi ⇒ dimk Ai = r dimk Fi

所以 Ai 是有限的。由 Ai 的任意性，得到 A 是有限 k-代数。

8.3.2

ii) ⇒ i)：A 是有限 k-代数，也就是说 A 作为 k 上的向量空间是有限维的，那么根据命题 6.10，A

作为 k-模满⾜降链条件，即 A 的每个 k-⼦模降链是稳定的。⽽ A 作为 A-模，它的每个 A-⼦模也就是

它的理想（也是⼦环），显然也是 k-⼦模，那么 A 的每个 A-⼦模降链也都是 k-⼦模降链，故也是稳定

的，即 A 作为 A-模也满⾜降链条件，因此 A 是 Artin 环。

8.6 设 A 是一 Noether 环，q 是 A 中一个 p-准素理想。考虑从 q 到 p 的准素理想链，

证明所有这种链都具有限有界长度，并且所有极大链的长度都相同。

注意，本题的链的条件是以 q 开始，以 p 终⽌，这⾥的 q 是事先给定的，也就是说下⾯的有限、有

界、常数，都是对于特定的 q ⽽⾔。本题需要证明三点：1、证明每个链的长度是有限的；2、证明所有

链的长度有上界；3、证明所有极⼤链的长度为⼀个常数。
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8.6.1

考虑 A 的准素理想链：

q = q0 ⊊ q1 ⊊ · · · ⊊ qn = p

过渡到商环 B = A/q，则根据命题 1.1，B 中的理想与 A 中包含 q 的理想⼀⼀对应，并且根据命题 4.7，
qi 在 A 中 p-准素，那么 q̄i = qi/q 也在 B 中 p̄-准素，所以我们得到准素理想链：

0 = q̄0 ⊊ q̄1 ⊊ · · · ⊊ q̄n = p/q = p̄

8.6.2

因为 p̄ 是 B 中的素理想，记 S = B\p̄，我们可以考虑局部环 S−1B = Bp̄，显然 S ∩ p̄ = ∅，因此

根据命题 4.8，S−1q̄i 是 Bp̄ 中的 S−1p̄-准素理想，那么得到准素理想链：

0 = S−1q̄0 ⊊ S−1q̄1 ⊊ · · · ⊊ S−1q̄n = S−1p̄

8.6.3

不难证明 m = S−1p̄ 是局部环 Bq̄ 唯⼀的极⼤理想。根据命题 7.1 和 7.4，因为 A 是 Noether 环，

所以 Bp̄ 也是 Noether 环；⽽根据命题 7.14，存在常数 N，使得 mN = (
√
0)N ⊆ 0，也就是 mN = 0，

根据命题 8.6，Bp̄ 是 Artin 环。那么对于 Bp̄ 的任意理想 b，都有 mN = 0 ⊆ b ⊆ m，因此根据 7.16.i
和 iii，b 是 m-准素的，也就是说 Bp̄ 的任意理想都是 m-准素的。

8.6.4

这样，我们将 A 的从 q 到 p 的准素理想链转化为 Bp̄ 的准素理想链，并且具有两个良好性质：1、
Bp̄ 既是 Noether 环，又是 Artin 环；2、Bp̄ 的任意理想都是准素的。根据这两点，问题就转化为了 Bp̄

中的理想链问题（去掉了“准素”这个约束），根据命题 6.8，Bp̄ 有合成列，这对应于 A 中的极⼤的准素

理想链，根据命题 6.7，其长度是有限的、固定的。于是三点都得证：1、每个准素理想链的长度是有限

的；2、所有准素理想链的长度有上界；3、所有极⼤的准素理想链的长度为⼀个常数。
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9 离散赋值环和 Dedekind 环

9.2 设 A 是 Dedekind 整环，如果 f = a0 + a1x + · · · + anx
n 是系数在 A 中的多

项式。f 的容度 (content) 是 A 中理想 c(f) = (a0, . . . , an)。证明 Gauss 引理：
c(fg) = c(f)c(g)。

设 f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, g = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm，那么

fg = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ · · ·+ anbmxn+m

9.2.1

⾸先，可以证明对于任意环 A，都有

c(fg) ⊆ c(f)c(g)

因为我们有
c(fg) = (a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm) ⊆ (a0, a1, . . . , an)

c(fg) = (a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , anbm) ⊆ (b0, b1, . . . , bn)

因此

c(fg) ⊆ (a0, a1, . . . , an)(b0, b1, . . . , bn) = c(f)c(g)

9.2.2

下⾯要证 c(f)c(g) ⊆ c(fg)。设 m 是 A 的极⼤理想，那么考虑局部环 Am，根据定理 9.3，Am 是

离散赋值环，设 v 是它的赋值。留意到 A 的维数和 Noether 性质在 Am 中依然保留，因此根据命题

9.2.iii，Am 的极⼤理想 mm 是主理想，记为 mm = (α)，同时根据命题 9.2.v，Am 的每个理想都是 (α)

的幂，也就是每个理想都能写成 (αk) 的形式。

在局部环 Am 中考虑 f, g，记为 fm, gm，不妨设 c(fm) = (αs), c(gm) = (αt), c(fmgm) = (αr)，那

么 c(fm)c(gm) = (αs+t)，如果 c(fmgm) ⊊ c(fm)c(gm)，则 r > s+ t。令 ai 是 a0, a1, . . . , an 中第⼀项

满⾜ v(ai) = sv(α) 的元素13，同理设 bj 是 b0, b1, . . . , bm 中第⼀项满⾜ v(bj) = tv(α) 的元素，那么考

虑 fmgm 中的 xi+j 的系数：

ci+j = a0bi+j + · · ·+ aibj + · · ·+ ai+jb0

或者改写为：

aibj = ci+j − a0bi+j − · · · − ai−1bj+1 − ai+1bj−1 − · · · − ai+jb0

两边取赋值，左边为

v(aibj) = v(ai) + (bj) = (s+ t)v(α)

因为 ci+j ∈ c(fmgm)，所以有 v(ci+j) ≥ rv(α) ≥ (s+ t+ 1)v(α)，⽽根据 ai, bj 的选择，我们可以得到

v(akbi+j−k) = v(ak) + v(bi+j−k) ≥ (s+ t+ 1)v(α), 0 ≤ k ≤ i+ j, k ̸= i，所以右边为

v
(
ci+j − a0bi+j − · · · − ai−1bj+1 − ai+1bj−1 − · · · − ai+jb0

)
≥ (s+ t+ 1)v(α)

13根据 v 的定义，我们有 v(ai) ≥ v(αs) = sv(α)，也就是说，v(ai) 总是不⼩于 sv(α)。
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即

(s+ t)v(α) ≥ (s+ t+ 1)v(α)

根据离散赋值环的性质，v(α) > 0，所以上式是⽭盾的。

因此有 c(fmgm) = c(fm)c(gm)14。

9.2.3

那么 (
c(fg)

)
m
=c(fmgm) = c(fm)c(gm)

=
(
c(f)

)
m

(
c(g)

)
m

命题 3.11.v
========

(
c(f)c(g)

)
m

由于成⽴ c(fg) ⊆ c(f)c(g)，那么可以考虑嵌⼊映射 ϕ : c(fg) → c(f)c(g)，它是单的。⽽由上式、m 的

任意性以及命题 3.9，ϕ 是满的，所以

c(fg) = c(f)c(g)

9.3 一个赋值环（不是域）是 Noether 环当且仅当它是离散赋值环。

⾸先，根据命题 9.2 前⾯的讨论，⼀个离散赋值环必然是 Noether 局部整环，所以 ⇐ 是显然的。

然后，对于 ⇒，可以利⽤命题 9.2.i 和 iii。⾸先，根据命题 5.18，A 是赋值环所以是局部整环，设

m 是它的极⼤理想。同时 A 是⼀个 Noether 环，那么根据命题 6.2，它的任意理想 a 是有限⽣成的，所

以可设 a = (x1, . . . , xn), xi ∈ A，根据第五章课后习题 28，因为 A 是赋值环，所以对于 A 的理想 (xi)

和 (xj)，有 (xi) ⊆ (xj) 或者 (xj) ⊆ (xi)，所以 (xi, xj) = (xi) 或者 (xi, xj) = (xj)。这表明 a = (xk), 对

于某个 xk ∈ {x1, . . . , xn}，也就是说，A 的每个理想都是主理想，⾃然 m 也是主理想，记为 (α), α ∈ A，

因为 A 不是域，所以 α ̸= 0。

设有素理想 (β) ⊊ (α)，则存在 γ 使得 αγ = β ∈ (β)，但 (β) 是素理想，因此 γ ∈ (β)，因此存在

γ′ 使得 γ = βγ′，或者 β = αγ = βαγ′，即 (1−αγ′)β = 0，因为 α 不是可逆元，因此 1−αγ′ ̸= 0，并

且 A 是整环，所以 β = 0。所以 A 只有素理想链

0 ⊊ m

所以 dimA = 1。现在命题 9.2 所有的条件都已经满⾜，因此根据命题 9.2.i 和 iii，A 是离散赋值环。

9.4 设 A 是一个局部整环，A 不是域，而它的极大理想 m 是主理想且
∞∩
n=1

mn = 0。证

明 A 是离散赋值环。

我们直接在 A 上构造⼀个赋值即可。
14事实上，通过给出⼀个具体的赋值，会使得证明更为通俗（但证明更加长了）。

我们可以证明每个 x ∈ Am 都可以唯⼀表⽰成 βαt 的形式，其中 β 是 Am 中的可逆元，⽽ t 是⾮负整数或者 ∞，那么 v : x → t 就是⼀

个赋值。证明如下：⾸先我们有 α∞ = 0，否则设 α∞ ̸= 0，考虑理想 (α∞)，根据命题 9.2，存在 k ≥ 0，使得 (αk) = (α∞)，那就意味着

存在 y ∈ Am 使得 yα∞ = αk，所以 αk(1 − α∞y) = 0，因为 Am 是整环，所以 1 = α∞y，⽭盾。有了这⼀点，剩下的过程就跟第九章

课后习题 4 ⼀致了，不再赘述。

有了这个具体的赋值后，我们可以直接在下⾯的讨论中，不使⽤抽象的赋值 v，⽽是直接说 ai, bi, ci 对 αk 的整除性，这就直接跟 Z 上的

⾼斯引理等同起来了。
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A 是⼀个局部环，所以 A 只有 m = (α), α ̸= 0 ⼀个极⼤理想，那么 m 已经包含了 A 的所有不可

逆元。⽽
∞∩

n=1

mn = 0 表明 A 的⾮零元只包含 α 的有限次幂。于是我们可以证明 A 中的每个元素都可

以表⽰为 βαt 这样的形式，其中 β ∈ A 是可逆元，⽽ t ≥ 0 是⾮负整数，并且定义 α∞ = 0。若否，则

设 βαt ∈ A，其中 β 不是可逆元，也不含有 α 的幂，但因为 β 不是可逆元，因此 β ∈ m = (α)，所以

存在 γ ∈ A 使得 β = αγ，⽭盾。

现在考虑 A 的分式域 K，那么 ∀x/y ∈ K，其中 x, y ∈ A，我们有 x = βxα
tx , y = βyα

ty，所以

x/y = βxβ
−1
y αtx−ty，也就是说，K 中的任意元素，都可以表⽰成 βαt 这样的形式，其中其中 β ∈ A 是

可逆元，⽽ t ∈ Z。

所以我们可以考虑 K 到 Z 的映射 v : βαt → t，β 是 A 中可逆元。v 是良好定义的，因为

β1α
t1 = β2α

t2 , t2 ≥ t1 推出 0 = (β1 − β2α
t2−t1)αt1，其中 α ̸= 0，⽽ K 是域，所以 β1 = β2α

t2−t1，但

t2 > t1 时，右端是不可逆的，因此只能 t1 = t2, β1 = β2。

显然
v(β1α

t1β2α
t2) = t1 + t2 = v(β1α

t1) + v(β2α
t2)

v(β1α
t1 + β2α

t2) = v
(
(β1 + β2α

t2−t1)αt1
)

≥ t1 (t2 ≥ t1)

= v(β1α
t1)

根据定义，v 是 K 的⼀个赋值，⽽ A = {x|x ∈ K, v(x) ≥ 0}，因此根据定义 A 是 K 中 v 的赋值环。

9.7 设 A 是 Dedekind 整环，而 a ̸= 0 是 A 中的一个理想。

9.7.1 证明：A/a 中每个理想都是主理想；

先来证明⼀个引理：设 a 是题设中 A 的⼀个理想，那么存在两两互素的素理想 p1, . . . , pr 使得

a = pn1
1 . . . pnr

r ，如果 I 是 A 中包含 a 的理想，那么 I 可以唯⼀分解成 p
n′
1

1 . . . p
n′
r

r ，其中 0 ≤ n′
i ≤

ni,∀0 ≤ i ≤ r。

证明：因为A是 Dedekind 整环，所以 I 可以唯⼀分解成 p
n′
1

1 . . . p
n′
r

r p
n′
r+1

r+1 . . . p
n′
s

s ，其中 p1, . . . , pr, pr+1, . . . , ps

是两两互素的，所以根据命题 1.16，p
n′
1

1 , . . . , p
n′
r

r , p
n′
r+1

r+1 , . . . , p
n′
s

s 是两两互素的，所以 I = p
n′
1

1 ∩· · ·∩p
n′
r

r ∩
p
n′
r+1

r+1 ∩ · · · ∩ p
n′
s

s 以及 a = pn1
1 ∩ · · · ∩ pnr

r ，那么

a = a ∩ I = p
max(n′

1,n1)
1 ∩ · · · ∩ pmax(n′

r,nr)
r ∩ p

n′
r+1

r+1 ∩ · · · ∩ pn
′
s

s

根据分解的唯⼀性，有
n1 = max(n′

1, n1), . . . , nr = max(n′
r, nr)

n′
r+1 = · · · = n′

s = 0

引理证毕。

9.7.2

设 a 是 A 的⼀个理想，那么存在两两互素的素理想 p1, . . . , pr 使得 a = pn1
1 . . . pnr

r ，那么有同构

A/a ∼=
r∏

i=1

A/pni
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证明：由 1.16 知 pni

i /a 是两两互素的，那么

r∩
i=1

pni

i /a = pni
1 /a . . . pnr

r /a = 0

因此根据命题 1.10，映射

A/a →
r∏

i=1

(
A/a

pni

i /a

)
∼=

r∏
i=1

A/pni

i

是同构，这就证明了

A/a ∼=
r∏

i=1

A/pni

i

9.7.3

接着只需要证明 A/pni

i 都是主理想环，那么就可以证明 A/a 是主理想环。设 I/pni

i 是 A/pni

i 的⼀

个理想，那么 I 是 A 中包含 pni

i 的理想，根据引理得 I = pki , 1 ≤ k ≤ ni，即 I 都是 pi 的幂。

如果 pi/p
ni

i = p2i /p
ni

i ，那么 p3i /p
ni

i = pi(p
2
i /p

ni

i ) = pi(pi/p
ni

i ) = p2i /p
ni

i = pi/p
ni

i ，逐步递推得到

0 = pni

i /pni

i = pi/p
ni

i ，那么 ni = 1，A/pi 是个域，它的理想只有 0 和 (1)；如果 pi/p
ni

i ̸= p2i /p
ni

i ，那

么可以找到 α ∈ (pi/p
ni

i )\(p2i /p
ni

i )，那么 (α) ⊆ (pi/p
ni

i )，但 (α) 又不是 pki /p
ni

i , k ≥ 2 的⼦集（因为如

果 k ≥ 2，那么 α ∈ pki /p
ni

i ⊆ p2i /p
ni

i 导出⽭盾。）。但前⼀步已经表明 A/pni

i 的理想都是 pki /p
ni

i 形势，

所以只能有 (α) = (pi/p
ni

i )，那么 (αk) = (pki /p
ni

i )，即它的所有理想都是主理想。

因此，A/a 是主理想环的直积，因此它也是主理想环，即每个理想都是主理想15。

9.7.4 由此导出，A 中每个理想至多可由 2 个元素生成。

如果理想 c 不是 A 中的主理想，选择 c 的⼀个⾮零元 x ∈ c，考虑 A/(x) 中的理想 c/(x)，根据

已证部分，c/(x) 是主理想，也就存存在 y ∈ c，使得
(
y + (x)

)
= c/(x)，即 (y)/(x) = c/(x)，这表明

c = (x, y)，即 c 由两个⽣成元⽣成。

15直积的元素集合是⼀个理想，充分必要条件是每个维度都是理想。


	环和理想
	设A是环, 而A[x]是系数属于A的一个未定元x的多项式环，令f=a0+a1 x+…+an xnA[x]，证明：
	f是A[x]中可逆元 a0是A中可逆元，而a1, …, an是幂零元；
	f幂零 a0, a1, …, an幂零；
	f是零因子 存在着环A的非0元a使得af=0；
	如果(a0, a1, …, an)=(1)，f就叫本原多项式。证明，如果f, gA[x]，那么fg本原 f和g皆本原。

	设A是环，A[[x]]是系数在A中的形式幂级数f=n=0 an xn所组成的环, 证明：
	f是A[[x]]中可逆元 a0是A中可逆元；
	如果f幂零, 那么对一切n0，an都幂，逆命题是否成立？
	f属于环A[[x]]的大根 a0属于环A的大根；
	环A[[x]]中任一极大理想m对A的局限理想都是A中的极大理想，而m由mc和x生成；
	A中任一素理想都是A[[x]]中一个素理想的局限理想。

	设环A中任一元素x都适合xn=x对某个n >1（而n依赖于x）。证明A中任一素理想都极大。
	设A是环，N是它的小根，证明下列诸断言等价: i) A恰好只有一个素理想；ii) A中任一元素或者是可逆元, 或者是幂零元； iii) A/N是域。
	
	
	

	用表环A中完全由零因子组成的理想的全体所组成的集合，证明：
	有一个极大元；
	的每个极大元都是素理想；
	A中零因子的集合是素理想的并。


	模
	设A是一个环，a是A的理想，M是一个A-模，证明模A/aA M与M/aM同构。
	A是个局部环，M和N是有限生成的A-模，证明，如果MN=0，那么M=0或者N=0。
	对任意A-模M，用M[x]表x的系数属于M的多项式，即形状如m0+m1 x+…+mr xr (miM)的表达式的全体所成的集合。用显然的方式来定义A[x]的元素与M[x]的元素的乘积，证明：
	M[x]成为一个A[x]-模；
	M[x].5-.5.5-.5.5-.5.5-.5A[x]A M。

	设p是A中的素理想。证明p[x]是A[x]中的素理想，如果m是A中的极大理想，m[x]是不是A[x]中的极大理想？
	8
	如果M和N都是平坦A-模，那么MA N也是平坦的；
	如果B是平坦A-代数，而N是平坦B-模，那么N也是平坦A-模。

	设0M' M M'' 0是A-模的正合序列。如果M'和M''都是有限生成的，那么M也是有限生成的。
	设A是非0环。证明：
	Am.5-.5.5-.5.5-.5.5-.5An m=n；
	如果:Am An是满同态，那么mn；
	如果:Am An是单同态，那么mn是否总是成立？

	设M是有限生成的A-模而:MAn是个满同态，证明Ker()是有限生成的。

	分式环和分式模
	设S是环A的乘法封闭子集，M是有限生成A-模。证明：S-1M=0当且仅当存在sS使得sM=0。
	设a是环A中的理想，S=1+a。
	证明S-1a含于S-1A的大根中；
	利用这个结果和Nakayama引理给出(2.5)的一个不依赖于行列式的证明。

	设f:AB是环同态，S是A的一个乘法封闭子集。设T=f(S)，求证，S-1B与T-1B作为S-1A-模同构。
	设A是环，又设对每个素理想p，局部环Ap没有非零幂零元。
	证明A也没有非零幂零元；
	如果每个Ap是整环，问A是否一定是整环？

	设A是非零环，是A的一切不含0的乘法封闭子集S的集合，证明：
	有极大元；
	S是极大的当且仅当A"026E30F S是A的极小素理想。

	M是A-模，a是A的理想。设对一切极大理想ma，有Mm=0，证明M=aM。
	设A是环，F是A-模An。
	证明F的每个由n个元素构成的生成元集合是F的基；
	推出F的每个生成元素集至少有n个元素。


	准素分解
	在多项式环Z[t]之中，理想m=(2, t)是极大的，理想q=(4, t)是m-准素的，但它不是m的幂。
	
	
	

	设A是环，A[x]表示A上一个未定元的多项式环。对A的每个理想a，设a[x]表示A[x]中系数在a中的一切多项式的集合。
	a[x]是a到A[x]中的扩张；
	如果p是A的素理想，那么p[x]是A[x]的素理想；
	如果q是A的p-准素理想，那么q[x]是A[x]中的p[x]-准素理想；
	如果a=i=1n qi是A中的一个极小准素分解，那么a[x]=i=1n qi[x]是A[x]中的一个极小准素分解；
	如果p是a的一个极小素理想，那么p[x]是a[x]的一个极小素理想。

	设A是环，S是A的乘法封闭子集。对任一理想a，用S(a)表示S-1a在A中的限制，理想S(a)称作a关于S的饱和化。证明：
	S(a)S(b)=S(ab)；
	S(a)=S(a)；
	S(a) = (1)a与S有交；
	S1(S2(a))=(S1 S2)(a)；
	如果a有准素分解，证明理想S(a)的集合（这里S跑遍A的一切乘法封闭子集）是有限的。

	令a是环A中的一个可分解理想，设p是理想(a:x)的集合中的一个极大元，这里xA而xa。证明p是属于a的素理想。
	设a是环A中的一个可分解理想，设是属于a的素理想的一个孤立集，设q是相应的准素分支的交，设f是A中的一个元素，使对每个属于a的素理想p，有fp p，又设Sf是f的一切幂的集合，证明对一切大的n，有q=Sf (a)=(a:fn)。
	
	
	


	整相关性和赋值
	设A是环B的子环，B在A上整，又设f:AQ是A到代数闭域Q中的一个同态。求证f可以扩充为B到Q之中的同态。
	设A是环B的子环，且B在A上整，设n是B中一个极大理想，m=nA是A中相应的极大理想，问环Bn在Am上是否一定整？
	设A是环B的子环，且集合B"026E30F A对乘法封闭，求证A在B中整闭。
	设f:AB是环的平坦同态，那么f具有下降性质。
	设k是域，A=0是有限生成k代数。那么存在元素y1, …, yr A，它们在k上代数无关，使得A在k[y1, …, yr]上整。
	
	
	

	设A是环，证明下述条件等价：i) A中每个素理想都是极大理想的交；ii) A的每个同态象的小根等于大根；iii) A的每个非极大的素理想等于真包含它的那些素理想的交。
	
	
	

	设A, B是两个局部环，如果A是B的子环，而且A的极大理想m包含在B的极大理想n之中（或者等价地说，如果m=nA），我们就说B优于（dominate）A。设K是域，是K中全部局部子环构成的集合，按“优于”关系将排序。证明在中有极大元，而且A在中是极大的，当且仅当K是域K的赋值环。
	
	
	

	设A是整环，K是它的分式域。证明下列论断等价: (1) A是域K的赋值环；(2)设a, b是A中任意两个理想，那么或者ab，或者ba。由此得出，如果A是一个赋值环，p是A中一个素理想，那么环Ap与A/p是它们的分式域的赋值环。
	
	
	


	链条件
	
	设M是一个Noether A-模，u:MM是一个模同态。如果u是满的，那么u是同构；
	如果M是一个Artin A-模，而u是单的，那么u是同构

	设M是A-模。如果M的有限生成子模构成的任意一个非空集合都有极大元，那么M是Noether模。
	设M是A-模，并设N1, N2是M的子模。如果M/N1, M/N2都是Noether模，那么M/(N1N2)也是Noether模，将上面的Noether模改为Artin模，也有类似结论。
	设M是Noether A-模，并设a是M在A中的零化子，证明A/a是Noether环。如果在这个结果中用“Artin模”代替“Noether模”，它是否还正确？

	Noether环
	设A不是Noether环，令是A中不是有限生成的理想的集合。
	证明有极大元，且中极大元是素理想；
	因此，一个环，若其中每个素理想都是有限生成的，它必是Noether环(I.S. Cohen)。

	设A是Noether环，并设f=n=0 an xn A[[x]]。证明f是幂零元，当且仅当每个an是幂零元。
	设a是环A中的不可约理想，那么下述论断等价：i) a是准素理想； ii)对A中每个乘法封闭子集S，有xS，使(S-1a)c = (a:x)； iii) 对每个xA，序列(a:xn)是稳定的。
	
	
	

	下列哪些环是Noether环？（在下述所有情况下系数都是复数）
	在圆周|z|=1上没有极点的z的有理函数环；
	具有正的收敛半径的z的幂级数环；
	具有无限收敛半径的z的幂级数环；
	其前k阶微商在原点为零的z的多项式全体所成的环（这里k是固定整数）；
	其对的偏微商在z=0处为零的，变元z, 的多项式的全体所成的环。

	如果有限生成的环K是域，它必是有限域。
	设A是环，适合：(1) 对A的每个极大理想m，局部环Am是Noether环；(2) 对A中每个x=0，A中含x的极大理想的集合是有限集。证明A是Noether环。
	
	

	设A是环，并设它的每个局部环Ap是Noether环，问A是否一定是Noether环？
	设A是Noether环，p是A的素理想，M是有限生成A-模。
	证明下述断言等价：i) 在M中p属于0； ii) 存在xM，使Ann(x)=p； iii) 存在M的一个子模与A/p同构。
	推出存在子模链0= M0 M1 …Mr M使得每个商模Mi/Mi-1形如A/pi，这里pi是A的素理想。


	Artin环
	设k是一域，A是有限生成k-代数。证明下列陈述等价：i) A是Artin环； ii) A是一个有限k-代数。
	
	

	设A是一Noether环，q是A中一个p-准素理想。考虑从q到p的准素理想链，证明所有这种链都具有限有界长度，并且所有极大链的长度都相同。
	
	
	
	


	离散赋值环和Dedekind环
	设A是Dedekind整环，如果f=a0+a1 x+ …+ an xn是系数在A中的多项式。f的容度(content)是A中理想c(f)=(a0, …, an)。证明Gauss引理：c(fg)=c(f)c(g)。
	
	
	

	一个赋值环（不是域）是Noether环当且仅当它是离散赋值环。
	设A是一个局部整环，A不是域，而它的极大理想m是主理想且n=1 mn=0。证明A是离散赋值环。
	设A是Dedekind整环，而a=0是A中的一个理想。
	证明：A/a中每个理想都是主理想；
	
	
	由此导出，A中每个理想至多可由2个元素生成。



